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  االله الرحمن الرحیمبسم
  

  
  

  آمار و احتمالات
  مقدماتی

  و 
  مهندسی

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  این جزوه با تلاش این حقیر،  جهت دانلود مجانی براي همه شما سروران تهیه شده است
  بدیهی است خالی از ایراد نیست

  ارسال نمایید sedighias220@yahoo.comهر گونه اشکالی به 
  با تشکر (امین صدیقی)
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  علم آمار
E آمار : 

  روش و چگونگی جمع آوري اطلاعات و بیان آنها در قالب عدد

E احتمال : 
  تجزیه و تحلیل اطلاعات عددي جمع آوري شده

E : استنباط 
  قضاوت درباره کل اطلاعات وقتی بخشی از آن رؤیت شده

E جمعیت : 
  تمام عناصري که داراي یک یا چند ویژگی مشترك باشندمجموعه 

E نمونه: 
  بخشی از جمعیت میباشد

E :متغیر 
  یک ویژگی که از فردي به فرد دیگر در یک جمعیت ( نمونه ) تغییر میکند

  متغیر کمی ( وزن یا قد ) -1
  متغیر توصیفی ( مهارت یا هوش ) -2

E مقیاس سازي 
  ) 0711شیراز  -  021مقیاس اسمی ( تهران  -1
  ) 2خوب  – 1متوسط  – 0یاس ترتیبی ( ضعیف مق -2
ــله اي (   -3 ــفر بمعنی هیچ  f=9/5(c+32)مثلاً     b<>0که   x=at+bمقیـاس فاصـ ) در این مقیاس صـ

  نیست 
  ) صفر بمعنی هیچ است   این مقیاس خوبی است x=atمقیاس نسبتی (  -4

E : داده 
  داده گسسسته ( تعداد فرزند ) -1
  داده پیوسته ( طول قد ) -2

E  کننده مرکزيمشخص 
  ) …توافقی و  –هندسی  –وزنی  –میانگین ( حسابی  -1
  m میانه ( وسط صف منظم داده ها ) -2
  M نما ( داده اي که بیشتر تکرار شده ) -3
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 میانگین و واریانس ( میانگین و میزان انحراف داده ها از میانگین ) -4
(ابتدا داده ها را مرتب کنیم سپس تعداد یعنی داده ها ار این چندك کوچکترند  صـدك   –دهک  –چارك  -5

(در صورت اعشاري بودن آن را به بالا   n*p) ضـرب کنید  p) را در نسـبت مربوط به چندك  ( nداده ها (
ــاوي بودن آن   گرد کنیـد  ــورت مسـ ــتخراج نمایید  در صـ بالاتر را  میانگین آن داده و داده -و داده را اسـ

 ) تا محل قرار گرفتن چندك معلوم شود. استخراج کنید
ها از آن کوچکتر درصد داده 40اي است که یا دهک چهارم اسـت و داده        چهلم: صـدك   )P( صـدك 

 ها از آن بزرگتر باشد.درصد داده 60است. بدیهی است که 
، بیســتم، ســی ام و... و نودام، به دهک ها، حالت خاص صـدك ها هســتند و به ترتیب به صـدك هاي دهم  

  شود.  ترتیب دهک اول، دوم، سوم و ... نهم گفته می
ها از آن کوچکتر است. بدیهی ) داده%75اي است که سه چهارم (اسـت داده         چارك سـوم  :Qچارك 

 ها از آن بزرگتر باشد.) دیگر داده%25است که یک چهارم (

  3.5-4.4-4.3-4.0-3.8-3.9-3.7-3.5-3.6-3.2 هاي زیر را معلوم کنید. داده 65صدك 
 و یک ردیف بنام ردیف (فراوانی تجمعی) تشکیل میدهیم ها مرتب میکنیمابتدا دادهحل : 

Data=Xi 3.2 3.5 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.3 4.4 
 F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 65نسـبت مربوط به صدك   %65ضـرب کنیم. (   %65د تعداد داده ها را در یبا 65براي محاسـبه صـدك   
   است)

n*p=10*0.65=6.5 6.5+(=7)   در سطرn=> n=7 è X=3.9 
   3.965P=ام است یعنی:           65بنابراین عدد هفتم، صدك 

  کمتر است 3.9دادها مقدارعددیشان از   %65یعنی 

  هاي زیر را معلوم کنیدداده دهک چهارم 
7.5- 8.3 -9.8-2.3 – 3- 3.1 –3.2- 3.4 – 3.8- 4 – 4.4- 3.5- 5.3- 6.1- 6.9 

 ا را مرتب میکنیمهداده
Xi 2.3 3 3.1 3.2 3.4 3.5 3.8 4 4.4 5.3 6.1 6.9 7.5 8.3 9.8 
fi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Fi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

 ضرب کنیم 0.4) را در=15nبراي محاسبه دهک چهارم باید تعداد داده ها (
n*p=15*0.4=6  6+è F è F=7     7èX èX=3.8  
  

   3.840P=ام است یعنی:           3.8داده ها کمتر از  %40یعنی
   

Q 3
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 چندك براي داده پیوسته :  
 ستون فراوانی تجمعی را تشکیل دهید  

 را محاسبه کنید  n*pمقدار 
 از ستون فراوانی تجمعی طبقه چندك دار را معلوم کنید.

�   از فرمول مقابل استفاده کنید = �� + �� − ������ ∗ � 

  توجه شود در داده پیوسته حتما حدود و فاصله طبقات باید مساوي باشد

 جدول زیر دهک سوم را بدست آورید. يهابراي داده

 �� حدود طبقات
7-10 13 
1-4 8 
4-7 6 
10-13 16 
13-16 7 

  فراوانی تجمعی حساب میکنیمطبقات مرتب و سپس حل : ابتدا 
 �� �� حدود طبقات �  ستون فراوانی تجمعی را به دست می آوریم  30Pبراي دهک سوم            

1 1-4 8 8 
2 4-7 6 14 
3 7-10 13 27 
4 10-13 16 43 
5 13-16 7 50 

 
� است. i=3طبقه سوم میرسیم که در  27ستون فراوانی تجمعی به در که مثبت گرد شود  15عدد  = �� + �� − ������ ∗ � 

i       طبقه گرد شــده =Li     داده کران پایین در همان طبقه گردشــده =C     فاصــله طبقات =Fi      فراوانی تجمعی
fi قراوانی  

 ��.� = 7 + 50 ∗ 0.3 − 1413 ∗ 3 = 7.23 

 تذکر : میانه =   عدد  چارك دوم = دهک پنجم = صدك پنجاهم  
   

/n p× = × =50 0 3 15
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  چه مقدار میشود 60هایی بشرح ذیل داریم صدك داده
13-14-13-15-13-17-14-12-15-17 

 داده را مرتب مینماییم و یک سطر (ردیف) ایجاد میکنیم
Xi 17 17 15 15 14 14 13 13 13 12  داده 
 f 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1تعداد
 F    1 2 3 4 5 6 7 8 9 10تجمیع

n*p=10*(60/100)=6 a  تجمیعدر   6+  ==  7  a  مربوطه تجمیعداده متناظر با   a  x=15 
  یا کمتر از آن میباشد 15صدك شصت (شصت درصد) داده 

  بنویسیماگر همان داده را به صورت جدول فراوانی و تجمع فراوانی 
Xi 17 15 14 13 12 داده 
fi 2 2 2 3 1 تعداد 
Fi  1 4 6 8 10 � = ∑��=1+3+2+2+2=10 

 n*p=10*(60/100)=6  a  6+    a در ردیفFi     6+ == 8  a داده متناظر  x=15  
  یا کمتر از آن میباشد 15صدك شصت (شصت درصد) داده 

میشـود که شـمول این طبقه بر این داده نیست یعنی آخرین داده این   نکته: در کران بالاي هر طبقه عددي ملاحظه 
ــت که در کران پایین طبقه بعدي ملاحظه    ــامل طبقه بعدي اس ــت و این داده ش طبقه کمی کمتر از همین داده اس

  میشود
  توجه :   عدد چارك دوم = عدد دهک پنجم = عدد صدك پنجاهم = میانه 

E میانه خاصیت 
��|�  یک عدد باشد aو   میانه باشد mاگر  − �| ≤ �|�� − �| 

ــرح جدول ذیل از محل  ــوختگیري اتومبیلها جمع  Bبه  Aتعدادي اتومبیل بش وجود دارد میخواهیم یک پمپ بنزین ایجاد کنیم تا جهت س
  کل مسافت براي کلیه اتومبیلها کمترین شود

  100-80 80-60 60-40 40-20 20-0  فاصله(کیلومتر)
  5 5 25 5 10 اتومبیل(تعداد)

 
Xi  0-20 20-40 40-60 60-80 80-100  
_fi 10 5 25 5 5  
Fi 10 15 40 45 50  
_i 1 2 3 4 5  � = �� + �� − ������ ∗ � 

∑  میانه وسط صف داده است ��2 = 5 + 10 + 20 + 5 + 102 = 25 

است و فاصله طبقات هم  p=50%است. ضمنا میانه یعنی     i=3میباشد پس   3یعنی طبقه  40عدد    25سـلول مرتبط با   Fiدر سـطر  
C=20 است  � = 40 + ��∗%������� ∗ 20=48 

  احداث شود Aکیلومتري از  48بنابراین پمپ بنزین باید در 
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E مود در داده پیوسته � = �� + � ���� + ��� ∗ � 

طول هر رده  (تقریبا  Cکران پایین همین طبقه است و  Liهمان طبقه اي است که بیشترین فراوانی را دارد و   iکه 
  فاصله طبقات)  میباشد   Cهمان 

 �� = �� − ���� �� = �� − ���� 

  در جدول زیر مود دقیقا چه عددي است
 xi 6-9 9-12 3-6 داده
fi 20 12 4 

  میباشد   3فاصله بین دو طبقه عدد ابتدا داده ها مرتب میکنیم   سپس ملاحظه میشود  
 xi 3-6 6-9 9-12 داده

 fi 4 20 12 فراوانی 
F 4 24 31 

� است که براي بدست آوردن عدد دقیق 9-6بنابراین مود بین i=2    است پس   2بیشترین فراوانی(مود)  در طبقه  = �� + � �������� ∗ �=6+� ��������������� ∗ 3=8 
  میباشد 8بنابراین مود عدد 

  میباشد(که کمتر میشود) W=C-1میگذارند  Wحرف Cنکته : در بعضی کتب در فرمول فوق بجاي 
  

 را بدست آورید. مد زیر   جدول يهابراي دادهتمرین: 

 �� حدود طبقات
1-4 8 
4-7 6 
7-10 13 
10-13 16 
13-16 7 
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 مشخصه هاي پراکندگی :
  کوچکترین داده )دامنه تغییرات ( تفاضل بزرگترین داده از  -1
  انحراف متوسط ( میانگین قدر مطلق انحراف ها از میانگین داده ها ) -2
  انحراف معیار ( جذر واریانس     که واریانس میانگین توان دوم انحراف ها از میانگین داده ها) -3

E : فراوانی 
 w)  داشته باشیم    ..,w1,w2) را به  تعداد مختلف (    .. , n1, n2شـیء متمایز در دسته هاي مختلفی (   nاگر 

  ها را فراوانی گویند
  ri=wi/nفراوانی نسبی   نسبت فراوانی هر مجموعه به کل تعداد آن مجموعه  -1
  Fjفراوانی انباشته ( تجمعی )  حاصل جمع فراوانی تا موقعیت مورد نظر  -2
  nها تقسیم بر  Wiفراوانی انباشته نسبی : حاصل جمع  -3

E میانگین 

∑
=

=
n

h
hx

n
X

1

1
 

∑
=

=
n

i
ix

n 1

1
µ

 

E انحراف معیار       ��واریانس � 
  

v x
n

xi( ) ( ( )= = −∑σ µ2 21
 

  یا
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2
2

=
− ∑∑x

x
n

n
i

i( )

 

 
  در حالت داشتن فراوانی

∑∑ =

=
n

i
ii

i

fx
f 1

1
µ  

  

∑∑
−== 22 )((1)( µσ ii

i

xf
f

xv  

 
µبین داده ها  %68ثابت شـده اسـت که در طبیعت آمار بصورت نرمال توزیع شده است که معمولاً    σ±    96و%  

µبین داده ها  σ±   خواهد بود 2
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��  میانگین و واریانس را حساب کنید آیا این داده ها نرمال هستند     ifو فراوانی    ixبراي داده هاي  = ��∑ ��                 �� = � ��                �� = � �� 
  

 xi داده fi فراوانی  xifi   ri  ــی ــروان ف
 نسبی

Ri ــبی فراوانی نس
 تجمعی

Fi  ــی ــراوان ف
 تجمعی

  

 10.4 1 10.4 0.02 0.02 1   
 11.3 6 67.8 0.12 0.14 7   
 12.2 7 85.4 0.14 0.28 14   
 13.1 12 157.2 0.24 0.52 26   
 14 12 168 0.24 0.76 38   
 14.9 9 134.1 0.18 0.94 47   
 15.8 3 47.4 0.06 1 50   

 جمع
 50 670.3 1   

   13.406   1.80547  
  واریانس نمونه   میانگین   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 16.43-09.37 16.09-10.71 14.74-12.06 داده بین اعداد

 50 49 31 تعداد

 %100=50/50 %98=49/50 %62=31/50 درصد

  
   

43.16       37.093
09.16       71.102

74.14       06.12
34.1

805.12

=±
=±

=±
=

=

σµ
σµ

σµ
s
s
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E میانگین در داده پیوسته 
و این عدد بعنوان  تقسیم نموده 2هاي ما پیوسته بود جمع کران بالا و پایین هر طبقه را بر اگر داده

حالا بصورت گسسته میانگین و انحراف معیار -داده جدید(گسسته) با فراوانی مربوطه در نظر گرفته  
 را بدست میاوریم.

  میانگین این داده ها را بدست آورید
yi  fi 

61-64 5 
64-67 8 
67-70 10 
70-73 12 
73-76 10 
76-79 5 

و در هر    3=61-64فاصله بین دو طبقه برابر است با ابتدا دادها مرتب میکنیم که مرتب بوده است 
ــت (  مثلا      Xiطبقـه داده جـدیـدي     ــف مجموع کران بالا و پایین اسـ ــت میـاوریم کـه نصـ بـدسـ

(64+61)/2=62.5   (  
yi  fi   

I 
Xi  fi Fi 

61-64 5 1 62.5 5 5 
64-67 8 2 65.5 8 13 
67-70 10 3 68.5 10 23 
70-73 12 4 71.5 12 35 
73-76 10 5 74.5 10 45 
76-79 5 6 77.5 5 50 

  را بدست میاوریم    Xiحال میانگین این جدول جدید 
̅�  که در فرمولهاي ذیل عددگذاري میکنیم  = ∑ ����∑ �� = (��.�∗�)�(��.�∗�)�⋯����.. = 70.2   �(�) = �� = ∑(� − �̅)���∑ �� = (62.5 − 70.2)� ∗ 5 + (65.5 − 70.2)� ∗ 8 + ⋯ .5 + 8 + ⋯ .= 19.47 � = ��� = √19.47 = 4.41 

  میباشد i=4است که در  طبقه     70.2میانگین 
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E خواص میانگین حسابی 
��)∑  باشد آنگاه     جمع داده ها با میانگین با توجه به فراوانی صفر میشود ̅�میانگین آنها   باشد ��اگر داده هاي ما  − �̅) ��=0 

�����  ع یا تفریق کنیم میانگین هم با همین عدد ثابت جمع یا تفریق میشوداگر داده ها را با یک عدد ثابت جم ± �    ð �� = �̅ ± � ����� ∗ �    ð   �� = �̅ ∗ � 
��  یکسري اعداد دیگر باشد ��اگر  = �� + ��     ð  �̅ = �̅ + �� 

  قد تعدادي اشخاص بشرح ذیل است میانگین قد را بدست آورید
X 165 168 170 171 173 
F 2 4 5 3 1 

 ضرب اعداد فوق در فراوانی ها وقت زیاد میبرد یک عدد در حدود وسط داده ها انتخاب میکنیم
کم کرده جدول زیر بدسـت میاید  میانگین این جدول بدست آورده که ضرب و   170اعداد جدول فوق از سـایز عدد  

  اضافه میکنیم 170عدد تقسیم آن ساده تر است بدست آورده و در انتها به میانگین 
Y -5 -2 0 1 3 
F 2 4 5 3 1 �� = ∑ ����∑ �� = (��∗�)�(��∗�)�⋯����.... = ����� = −0.8  �̅ = �� + 170 = −0.8 + 170 = 169.2  

E (پراش)خواص واریانس 
  باشد آنگاه �xمیانگین آنها  باشد �xاگر داده هاي ما 

��  اگر داده ها را با یک عدد ثابت جمع یا تفریق کنیم واریانس و انحراف معیار تغییر نمیکند  = �� ± �    ð �� = �� 

  قد تعدادي اشخاص بشرح ذیل است انحراف معیار قد را بدست آورید
X 165 168 170 171 173 
F 2 4 5 3 1 

 یک عدد در حدود وسط داده ها انتخاب میکنیمضرب اعداد فوق در فراوانی ها وقت زیاد میبرد 
کم کرده جدول زیر بدســت میاید  میانگین و واریانس این جدول بدســت آورده  170اعداد جدول فوق از ســایز عدد 

اضافه میکنیم و واریانس فرق  170که ضـرب و تقسـیم آن سـاده تر اسـت بدسـت آورده و در انتها به میانگین عدد      
  نمیکند

y -5 -2 0 1 3 
F 2 4 5 3 1 �� = ∑ ����∑ �� = (��∗�)�(��∗�)�⋯����.... = ����� = −0.8           �̅ = �� + 170 = −0.8 + 170 =169.2  �(�) = ��� = ∑(����)���∑ �� = (���(��.�))�∗��(���(��.�))�∗��⋯.����⋯. =4.56         �� = √4.56 =2.13 �� = �� = 2.13 
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�� عدد نسبت معکوس داردآن ضرب کنیم انحراف معیار  با مجذور  داگر داده ها را در یک عد**  = �� ∗ �  ð �� = � ���� ∗ �� 
E  **میانگین هندسی 

�  استفاده میشودهایی که بر حسب در صد یا نسبت (مثلا متوسط رشد تولید) میباشند از این میانگین در داده = �∏�� ����/�
 

ال دوم و در س میگردددر یک کارگاه تولیدي مدیر تولید تعویض میشـود در سـال اول تولید مساوي و برابر سال قبل   
تولید دو برابر سـال ما قبل میشـود و در سال سوم تولید دو برابر سال ما قبل و در سال چهارم تولید چهار برابر سال   

  میشود . متوسط رشد تولید چند برابر شده استما قبل خود 
G=√1 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 4 = √16 = 4 

E (هارمونیک) (توافقی) میانگین همساز** 
اربرد آنگاه میانگین هارمونیک ک –ها بصورت ترکیبی باشد مثلا کیلومتر بر ساعت اگر داده صـفر نباشد و مقیاس داده 

�  دارد = ∑ ��∑ ���� 

کیلومتر بر ساعت ساعت طی میکند متوسط  95و  80و  75مساوي با سرعتهاي  در سه فاصله  Bبه  Aاتومبیلی از 
 سرعت اتومبیل چقدر است

Xi 75 80 95 
fi 1/3 1/3 1/3 � = (��)����������(��)���(��)���(��)�� =82.51 

کیلومتر بر  80کیلومتر بر ســاعت و در بازگشــت یک چهارم مســیر با ســرعت   100با ســرعت  Bبه  Aاتومبیلی از 
 کیلومتر بر ساعت طی میکند متوسط سرعت اتومبیل چقدر است 120ساعت و باقی مسیر را با سرعت 

Xi 100 80 120 
Fi 1 1/4 ¾ 

 � = ����������������(��)�� � (��)���=
��.����.��������.����� = ��.������ = 103.2258 
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  به شرح ذیل میباشد یدانشجوی درسی واحد  10نمرات 
  

میانگین و داده ها بدست آورید  د) 85صدك ب) میانه چه عددي است(چرا)  ج)  –الف) مد چه عددي است(چرا) 
  ا بدست آوریدرواریانس و انحراف معیار 

  ابتدا داده ها مرتب میکنیمحل: 
 

iX 10 12 15 16 18   
if 2 4 2 1 1   

Fi 2 6 8 9 10  

  نیست پیوستهداد ها گسسته هستند  زیرا بین داده ها  
  مود میباشد  12الف) مد داده با بیشترین تکرار که نمره 

میشود) و در 5برابر  10تقسیم کنیم(نصف  2ب) براي میانه باید وسط کل داده ها را پیدا کنیم جمع داده ها را بر 
میشود و داده متناظر  6و کران بالا عدد  نداریم Fi=5دنبال خود این جواب و یا کران بالاي آن میگردیم که  Fiستون 

�  میانه میشود  12آن نمره  ∗ � = (� ��) ∗ � = (2 + 4 + 2 + 1 + 1) ∗ �12� = 5 → 5�  → �در    →    � = 6  → �در     →    � = 12 
  میباشد 12میانه 

�  ج)   ∗ � = (� ��) ∗ � = (2 + 4 + 2 + 1 + 1) ∗ � 85100� = 8.5 → 8.5�  → �در    →    � = 9  → �در     →    � = 16 
  میباشند 16یا کمتر از  16دادها  %85شد یعنی  16عدد  85صدك 

 �̅ = ∑ ����∑ �� = (10 ∗ 2) + (12 ∗ 4) + (15 ∗ 2) + (16 ∗ 1) + (18 ∗ 1)(2 + 4 + 2 + 1 + 1) = 13.2 �� = ∑(�� − �̅)���∑ ��= (10 − 13.2)� ∗ 2 + (12 − 13.2)� ∗ 4 + (15 − 13.2)� ∗ 2 + (16 − 13.2)� ∗ 1 + (18 − 13.2)� ∗ 1(2 + 4 + 2 + 1 + 1)= 6.36 = ��          � = 2.52  
  

 x 18 12 15 16 10 = نمره
(واحد)تعداد  =f 1  4 2 1  2 
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مد(نما) داده ها چه  -هاي زیر را اعلام شــده اســت. الف) میانه داده ها چه مقدار اســت؟ب نمرات دانشــجویان با داده
میانگین و واریانس و انحراف معیار نمرات دانشجویان را  -د–هاي را معلوم کنیدداده 15صدك   -ج-مقدار است. چرا

 بدست آورید
 x 8-10 12-14 18-20 10-12 16-18 14-16 = نمره
 f 1 2 1 1 1 4= تعداد

 
توجه شـود این داده ها پیوسـته هسـتند و تمام  محاسبات براي    *** حل : ابتدا جدول را مرتب نموده و فراوانی تجمعی را بدسـت میاوریم  

  را که میانگین کران بالا و پایین هر طبقه است بدست میاوریم xجدید نام میگذاریم و داده   Xmقدیم داده    -پیوسته است 
 Xm 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 = نمره

 f 1 1 2 4 1 1= تعداد
F 1 2 4 8 9 10 

 x 9 11 13 15 17 19 = نمره
  

که بایستی دقیقا مشخص کنیم چه عددي  16-14**** مد یا نما :   همان داده اي اسـت که بیشترین فراوانی(تعداد) را دارد که میشود  
�  میباشد  16-14بین  = �� + � ���� + ��� ∗ � = �� + � �� − ����(�� − ����) + ( �� − ����) � ∗ �= 14 + 4 − 2(4 − 2) + (4 − 1) ∗ 2 = 14.8 

  
  

� p=1/2*** میانه :  میانه = وسط صف منظم داده که  ∗ � = (� ��) ∗ � = (1 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1) ∗ �12� = 5 → 5�  → �در    →    � = 8  → ��در     →    � = 14 − 16 
�  است که براي تعیین دقیق آن 16-14میانه عددي بین  = �� + �� − ������ ∗ �                � =  �� + �� − ������ ∗ �

= 14 + (1 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1) ∗ �12� − 44 ∗ 2 = � = 14 + �5 − 44 � ∗ 2 = 14.5 
  

� 15*** صدك  ∗ � = (� ��) ∗ � = (1 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1) ∗ � 15100� = 1.5 →  1.5�  → �در    →    � = 2  → ��در     →    � = 10 − 12 

  15براي محاسبه دقیق صدك 
 � = �� + �� − ������ ∗ �                � =  �� + �� − ������ ∗ �

= 10 + (1 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1) ∗ � 15100� − 11 ∗ 2 = � = 10 + 1.5 − 11 ∗ 2 = 11 
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̅� Xn*** میانگین با  = ∑ �� ∗ ��∑ �� = (9 ∗ 1) + (11 ∗ 1) + (13 ∗ 2) + (15 ∗ 4) + (17 ∗ 1) + (19 ∗ 1)1 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1= 14210 = 14.2 
 

  
��  واریانس *** = ∑(�� − �̅)� ∗ ��∑ ��= (9 − 14.2)� ∗ 1 + (11 − 14.2)� ∗ 1 + (13 − 14.2)� ∗ 2 + (15 − 14.2)� ∗ 4 + (17 − 14.2)� ∗ 1 + (19 − 14.2)� ∗ 11 + 1 + 2 + 4 + 1 + 1  �� = 7.36       

  
  

� *** انحراف معیار = √7.36 = 2.71 
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E  خطیرگرسیون و همبستگی 
n   تا زوج مرتب داریم بهترین رابطه خطی بین دو متغیر زوج پیدا کنیم  

y a bx

b
x y

x y
n

x
x
n

a y bx y a bx
i i

i i

i
i

= +

=
−

−

= − ⇒ = +
∑ ∑ ∑

∑ ∑2
2( )

       ,                
 

در رگرسـیون باید ببینیم متغیر مسـتقل کدام اسـت مثلاً اگر جدولی از طول قامت پدران و پسـرانشان داشته باشیم     
  متغیر مستقل پدر است زیرا بتبع قامت پدر  قامت پسر تغییر میکند

  نام میگذاریم    yنداریم و مجهول است   بخشی از داده کهبعبارت دیگر آن 
  نکته مهم : در رابطه فوق در مخرج باید متغیر مستقل باشد

  براي زوجهاي مرتب زیر بدست آورید yمعادله رگرسیون بر حسب  
x = 1,3,4,6,8,9,11,14 
y = 1,2,4,4,5,7,8,9 
y = a+bx 
b = 7/11 
a = 5-(7/11)*7=6/11 
y = 6/11+(7/11)x 

ــیون  ــت آوریم در تمام مخرج رابطه فوق ( رابطه  xاگر بخواهیم معادله خط رگرس   x) بجاي  bبدس
  قرار داد  yمیتوان 

x = a+by 
a = -0.5 
b = 1.5 
x = -0.5+1.5y 

 اگر قامت بنویسید؟  معادله خط رگرسـیون را .  در جدول زیر بر حسـب اینچ   طول قد پدر و پسـر ملاحظه میکنید   
  شد پیش بینی میکنید فرزند او داراي چه قدي باشد؟  75پدري 

 71 69 67 68 66 70 62 68 64 67 63 65 پدر
 70 68 67 71 65 68 66 69 65 68 66 68 پسر

  حل :
  مینامیم زیرا  قد پسر از پدر تبعیت میکند پس پدر متغیر مستقل است  Yو پسر را   Xپدر را    
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55.71)75*476.0(85.35

            
  85.35)12/800)(476.0()12/811(       
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  یک دارو در سه سال گذشته مقادیر زیر بوده در سالهاي بعد پیش بینی نمایید مصرف
 x 93 94 95 96 97 = سال

 ؟ ؟ y 1 2 4= مصرف
 

  کم میکنیم 94نام گذاشته و آنرا را تغییر میدهیم مثلا همه را از  Xmقدیمی را   x*** حل : ابتدا در جدول مقادیر
 Xm 93 94 95 = سال

x -1 0 +1 
 y 1 2 4= مصرف

  � = � + �� � = ∑ ���� − ∑ �� ∗ ∑ ���∑ ��� − (∑ ��)�� = (−1 ∗ 1) + (0 ∗ 2) + (1 ∗ 4) − (−1 + 0 + 1)(1 + 2 + 4)3((−1)� + (0)� + (1)�) − (−1 + 0 + 1)�3= 32 = 1.5 �̅ = ∑ ��� = −1 + 0 + 13 = 0                      �� = ∑ ��� = 1 + 2 + 43 = 73 = 2.33 �� = � + ��̅           2.33 = � + (1.5 ∗ 0)           � = 2.33  � = 2.33 + 1.5�    �� = 96   →   � = 96 − 94 = 2  → � = 2.33 + (1.5 ∗ 2) = 5.33    �� = 97   →   � = 97 − 94 = 3  → � = 2.33 + (1.5 ∗ 3) = 6.83             
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  حظه میکنید در جدول زیر   طول قد لوبیا ( به سانتیمتر )    بر حسب سن ( به هفته )  ملا
  معادله خط رگرسیون را بنویسید؟ 

  اگر هفته دهم  شد پیش بینی میکنید طول لوبیا داراي چه قدي باشد؟
   10   7 6 5 4 3 2 1 سن
   ????   40 38 33 23 16 13 5 طول

  حل :
  مینامیم زیرا  طول از سن تبعیت میکند پس سن متغیر مستقل است  Yو طول  را   Xسن را    

85.60)10*143.6(572.0

            
  572.0)7/28)(143.6()7/168(       

 /7681     /782 ,      143.6 

7
(28)-140

7
168*28448

)(

84440*7....13*25*1               1407.....21

16840.....135                         287.....21

143.6572.0
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 تمرین :           
  کودك بشرح ذیل است 50طی آماري طول قامت 

70(6)  75(9)  80(5)  85(7)  90(4)  95(7) 
100(2)  105(2)  115(6)  120(1)  125(1) 

se  میانگین و واریانس و انحراف معیار  را حساب کنید
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E  ترتیب و ترکیب: -شمارش 

E  شمارش 
  طریق بتوان انجام داد  mبه   Bطریق و عمل  nبه  Aاصل جمع : اگر عمل 

  باشد   Bیا عمل   Aمنوط به انجام عمل  Lچنانچه عمل   
  عبارت است از Lدر اینصورت تعداد طرق انجام عمل  

n+m  
  طریق بتوان انجام داد  mبه   Bطریق و عمل  nبه  Aاصل ضرب : اگر عمل 

  توام باشد   Bو عمل   Aمنوط به انجام عمل  Lچنانچه عمل   
  عبارت است از Lدر اینصورت تعداد طرق انجام عمل  

n*m 

  یدق میتوان به مقصد رساز منزل تا محل کار با پنج اتوبوس و سه مینی بوس و دو تاکسی میتوان رفت به چند طری
5+3+2=10 

ــه مینی بوس     ــتگاه اول تا محل کار با  س ــتگاه اول با پنج اتوبوس و از ایس ــتگاه اســت تا ایس از منزل تا محل دو ایس
  میتوان رفت به چند طریق میتوان به مقصد رسید

5*3=15 

ــی و  4از بین  ــکیل دهیم به چند طریق نفري با  2بازرگان میخواهیم کمیته  3دبیر و  6قاضـ ــاغل مختلف تشـ مشـ
  میشود

دبیر و بازرگان  + قاضی و بازرگان  +  قاضی و دبیر           4*6+4*3+6*3=54               

















+
















+
















1
3

1
6

1
3

1
4

1
6

1
4  

 تمرین
ــمت چپ آنها با     ــماره هاي تلفن همراه یازده رقمی که رقم سـ ــرکـت مخابرات شـ ــهر شـ و 0911711در یـک شـ

  کل تلفنهایی که میتواند واگذار شود چقدر است. -شروع شود میتواند سرویس بدهد   0911715و0913713

E ترتیب 
  (مثلاً با سه رقم متفاوت چند عدد سه رقمی)      !nشئ )  =  n شئ از بین   nشئ ( ترتیب انتخاب  nترتیب 

شئ  =   nشئ از بین    kتعداد ترتیب 
)!(

!
kn

nPn
k −

=
  (مثلاً با سه رقم متفاوت چند عدد دو رقمی)     

E ترکیب 
  ترکیب ترتیب اهمیت ندارددر 
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=   شئ  nشئ از بین    kتعداد ترکیب 
!)!(

!
kkn

nC
k
n n

k −
==







     

120)          محصول 10(مثلاً انتخاب سه محصول ازبین 
!3)!310(

!1010
3

3

10
=

−
=== 








C

n
kC  

11    شئ ) nشئ از بین  nشئ  ( ترکیب انتخاب    nتعداد ترکیب  
1 == CC n

n  
  تا از نوع دوم و .... باشد آنگاه تعداد ترتیب n2تا از نوع اول و  n1شئ داشته باشیم   n اگر 

n
n n nk

!
! !.... !1 2

 

  شئ داشته باشیم که در یک محیط دایره قرار گرفته باشند تعداد ترتیب  nاگر 
)!1(! −= n

n
n  

  شئ بخواهیم بخواهیم انتخاب کنیم  چون ترتیب در این حالت مهم نیست  ترکیب گویند nشئ از بین    kاگر 

!)!(
!

kkn
nC

k
n n

k −
==







   

- n   شئ از بینn  شئ انتخاب کنید 

C
n
n

n
n n nn

n =






 =

−
=

!
( )! !

1 

  به چند طریق میتوان دو شئ را از بین سه شئ انتخاب کرد -
  اگر ترتیب مهم باشد

)!23(
!3

)!(
!

−
=

−
=

kn
n

P
n
k

 

  اگر ترتیب مهم نباشد
C n

n k kk
n =

−
=

−
=

!
( )! !

!
!( )!

3
2 3 2

3  

  به چند طریق میتوان سه شئ را از بین سه شئ انتخاب کرد 
  اگر ترتیب مهم باشد

 
=

−
=

3
3 3

6!
( )!k

nP n
n k

=
−

!
( )!

 

  اگر ترتیب مهم نباشد
 

=
−

=
3

3 3 3
1!

!( )!
C n

n k kk
n =

−
!

( )! !
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  میتوان نوشت  1و  2و  6و  8و  9چند عدد دو رقمی با ارقام 
 یکان    دهگان

 4*5=20بدون تکرار ارقام =          4           5

  روش دوم
  چون ترتیب مهم است

)!(
!
kn

nPn
k −
=

  
=

−
= =

5
5 2

4 5 20!
( )!

*  

  بدون تکرار ارقام میتوان نوشت 2و  1و  6و 5و  8چند عدد زوج سه رقمی با ارقام 
  بدون تکرار

  تعداد حالاتی که در یک موقعیت میتوان ارقام را بدون تکرار داشت -ول روش ا
 یکان    دهگان     صدگان

3          4            3      
 3*4*3=36بدون تکرار 
  کل اعداد سه رقمی که با پنج رقم میتوان نوشت -روش دوم 

3
5 5

5 3
60P =

−
=

!
( )!

 

  ) 5نوشت ( یعنی کلیه سه رقمی هاي داراي سمت راست رقم فرد کل اعداد دو رقمی که با چها رقم میتوان 
2
4 4

4 2
12P =

−
=

!
( )!

  
  ) 1نی کلیه سه رقمی هاي داراي سمت راست رقم فرد عکل اعداد دو رقمی که با چها رقم میتوان نوشت ( ی

2
4 4

4 2
12P =

−
=

!
( )!

 

  بنابراین کل اعداد زوج سه رقمی از پنج رقم
60-12-12=36 

  ر ارقامبا تکرا
  تعداد حالاتی که در یک موقعیت میتوان ارقام را با تکرار داشت

 یکان    دهگان     صدگان
3          5            5      
 5*5*3=75با تکرار  

گرفته اند به چند طریق دو نفر میتوان از بین آنها انتخاب کرد  Pاست بیست نفر نمره  Fو  Pنمرات کلاسی بصورت 
  گرفته باشند  Pکه نمره 

!2)!220(
!20

−
=n

kC  

   

20
)!25(

!55
2 =

−
=P
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  بیست نفر در یک کلاس نمره هاي مختلفی گرفته اند دو نفر چگونه میتوان از بین آنها انتخاب کرد
  در این حالت ترتیب مهم است

2
20 20

20 2P =
−

!
( )!

  

  امکان نشستن دارندنفر دور میز دایره اي به چند طریق  10تعداد 
(n-1)!=( 10-1) ! 

ــبز و  5  ــخص را روي لامپها   3لامپ زرد و  2لامپ س ــر پیچ مش لامپ قرمز داریم به چند طریق میتوان ده عدد س
  نصب کرد

�105             سبز اول زرد   دوم   قرمز سوم                                                              � �10 − 52 � �10 − 5 − 23 � 
 

ــی و   4 ــیمی و  3کتـاب ریاضـ کتاب تاریخ و یک کتاب زبان ( همه متفاوت ) داریم این ده عدد کتاب را  2کتاب شـ
  میخواهیم در قفسه مرتب کنیم بطوریکه کتابهاي ریاضی کنارهم و کتابهاي تاریخ کنارهم و  .....    باشد

کتاب تاریخ میتواند کنار هم باشد =  2حالاتی که و کل   4کتاب ریاضـی میتواند کنار هم باشـد = !   4کل حالاتی که 
  و ........... 2!

  4و چهار گروه ریاضی و شیمی و تاریخ و زبان میتواند کنار هم قرار گیرد !
  بنابراین کل حالات  

4! * ( 4 ! * 3! * 2! * 1! ) 

د دوستانش متعاقبا وارد میشونشـخصـی به یک اتاق با شش صندلی که در یک ردیف هستند وارد میشود پنج نفر از   
  به چند طریق این پنج نفر کنار آن شخص قرار میگیرند

  میتوانند کنار او بنشینند پس !5خود شخص به شش حالت روي صندلی ها قرار میگیرد پنج نفر هم بصورت 
6*5!=6! 

تا ریاضی و یکی  2کتاب را داشت که  3کتاب شیمی ( مشخص ) داریم به چند طریق میتوان  3کتاب ریاضـی و   4 
  شیمی در آن باشد

3
1

4
2















 

   

se
dig

hia
s2

20
@

ya
ho

o.c
om

mailto:sedighias220@yahoo.com


    22صفحه     ت مهندسیآمار و احتمالا

------------------------------------------------------------------------------------------  
  115از    22ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

 3پزشک عمومی و  4پزشک عمومی و یک چشم پزشک از بین  2نفري شـامل   3به چند طریق میتوان یک کمیته  
  چشم پزشک داشت

3
1

4
2















 

  آقا داشت 3خانم و  2آقا کمیته اي شامل  7خانم و  5به چند طریق میتوان از بین 
5
2

7
3















 

آقاي مشخص با هم  2آقا داشت ولی چون  3خانم و  2آقا کمیته اي شامل  7خانم و  5به چند طریق میتوان از بین 
  اختلاف دارند نباید باهم باشند

تفکیک میکنیم که دو حالت مطلوب را با  G 2دار و دو آقاي مشکل 1Gآقاي بدون مشکل  5هفت آقا را به  –راه اول 
  ) G=Gentelmanآقا            L=Lady(خانم   هم جمع میکنیم

L  G1 G2 L  G1 G2 �52� �53� �20�    +    �52� �52� �21� 

ندتعدادحالات کمیته سه نفره آقایان که آن دو نفر نباشراه دوم)  
















=

3
5

0
2

A  

تعدادحالات کمیته سه نفره آقایان که یکی از آن دو نفر باشد
















=

3
5

1
2

B   

  خانم  5تعداد حالات کمیته دو نفره از بین 








=

2
5

C  

 C * (A + B) = تعداد کل حالت مورد نظر 
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  چند جواب مثبت و صفر دارد -چند جواب صحیح مثبت دارد      ب -الف    x1+x2+x3+     +xk=nمعادله   
  ابتدا بصورت ساده زیر در نظر میگیریم -حالت اول 

x1+x2+x3=8 
  گو میتوان قرار داد 8 بینمثل این است که بگوییم دو چوب خط چگونه 

000 | 000 | 00     ⇒                     
  کل تعداد حالات 

n
k

−
−









1
1 =تعداد  جواب صحیح=   

21
!2)!27(

!7
13
18

=
−

=







−
−

 
  تا عدد یک اضافه میکنیم  kبراي وقتی جواب صفر هم مد نظر باشد به دو طرف معادله اصلی  به تعداد 

(x1+1)+(x2+1)+ .....+ (xk+1)=n+1+1.....1 
     y1+      y2 +  .....        yk   = n+k 

  حل میشودمثل حالت اول حال 
n k

k
+ −

−








1
 =تعداد  جواب صحیح و صفر     1

45
!2)!210(

!10
13

138
=

−
=








−

−+

 

  چهار پروژه داریم و میتوانیم روي هر کدام مضارب صحیح از هزار تومان خرج کنیم 
  (هیچ پروژه اي بدون هزینه نیست) هزار تومان را مصرف کنیم 20تعداد حالات که بخواهیم  -الف 
  هزار تومان را خرج کنیم 20د حالات که مقداري از تعدا -ب 

  -حالت الف 
x1+x2+x3+x4= 20 









−
−

14   
120  

  مضارب صحیح و صفر مد نظر است (پروژه با هزینه صفر هم قبول است)   -حالت ب 
x1+x2+x3+x4 <= 20 









−

−+
14   

1420  
---------------  

���  نفر انتخاب کرد 3نفر  7به چند طریق میتوان ار بین  = �73� = 7!3! (7 − 3)! = 4! ∗ 5 ∗ 6 ∗ 73! ∗ 4! = 35 

��� نفر انتخاب کرد که یکی رئیس یکی معاون یکی مدیر شود 3نفر  7به چند طریق میتوان از بین  = 7!(7 − 3)! = 4! ∗ 5 ∗ 6 ∗ 74! = 210 
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E احتمالات 
  تعداد کل حالات ممکنتقسیم بر  تعداد کل حالات مطلوب

=  احتمال تعداد حالات خواسته شده
تعداد کل حالات  

 * همیشه احتمال بین صفر و یک است*  

E  

E تعداد حالات 
 n2بار    پرتاب کنیم تعداد کل اعضاي فضاي نمونه عبارت است از  nسکه را یکبار     یا یک سکه را  nاگر 

 

 n6بار    پرتاب کنیم تعداد کل اعضاي فضاي نمونه عبارت است از  nتاس را یکبار     یا یک تاس را  nاگر 

  سکه اي دوبار پرتاب میکنیم احتمال حداقل یک شیر آمدن چقدر است
S= { HH , HT  , TH  , TT } فضاي کلی 
احتمال هر حالت   ¼ ¼    ¼      ¼           
A= { HH,HT,TH }فضاي مورد نظر 
P(A)=3/4 احتمال    
X د شیرتعدا  0 1 2 

P=f(x) احتمال شیر   1/4 2/4 1/4 

 

بیاید  4تاســـی نااریب که احتمال عدد زوج آن دو برابر فرد اســـت داریم با یک بار پرتاب احتمال اینکه عدد کمتر از 
  چقدر است

S = { 1 ,   2  ,   3 ,   4 ,   5 ,  6 } 
         w   2w    w    2w   w  2w 
w+2w+w+2w+w+2w=1 
9w=1 w = 1/9 
S = { 1   ,   2     ,   3  ,   4  ,   5  ,  6 } 
         1/9   2/9    1/9    2/9   1/9  2/9 
A = { 1     , 2   ,  3 } 
          1/9  2/9  1/9 
P(A) = 1/9+2/9+1/9=4/9 
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  بیرون میاوریم  بدون جایگزینی دو توپ را  ،  توپ سیاه  5توپ سفید و  6ظرف توپ داریم  11در یک 
  احتمال اینکه یکی سفید و یکی سیاه باشد چقدر است ؟.  الف)
  احتمال اولی سفید دومی سیاهب) 

  حل الف) بدون جایگزینی و بدون ترتیب
  اولروش 

  تعداد کل حالات ممکن
 110 = 10 * 11 = تعداد کل حالات دو توپ  10 =حالت توپ دوم    11 = حالت توپ اول

داد کل حالات مطلوبتع  
 30 = 6 * 5 =  دومی سفید اولی سیاه 
 30 = 5 * 6 =     دومی سیاه اولی سفید
30+ 30 = 60 
 
P ( A ) = 60 / 110 احتمال مورد نظر    

 از ترکیب روش دوم

110
60

2
11

1
6

1
5

=



























=
ممكن
مطلوب

 
  حل ب ) بدون جایگزینی و با ترتیب

  اولوش ر
P(wb)=P(w1).P(w1b2)=6/11*5/10=30/110  

  با منفک کردن دو وضعیت و استفاده از ترکیب دوم روش 
 

110

30

1

10

0

5

1

5

.

1

11

1

6

0

5

=



















































  

  *** ترکیب همیشه بدون جایگزینی است*** 

  بیست نفر داریم احتمال اینکه حداقل دو نفر روز تولد یکسان داشته باشند چقدر است
 20 ^ ( 365 ) = 365 * ...365 * 365  = تعداد کل فضا

تولد روزهاي مختلفاحتمال   = 365 * 364 * 363... * 346 
P(A)= ( 365 * 364 * 363 ....* 346 ) / ( 365^20)= 0.5886 
P(B) = 1-P(A)=0.4114 
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E احتمال خواص  

0  احتمال باشد Pفضاي خواسته شده باشد و  Eکل فضا و  Sاگر  ≤ �(�) ≤ 1 �(�) = 1 � �(�)�
��� = 1 

�)�    میتوان نوشت Fو  Eبراي دو پیش آمد  ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �)� *1*(توجه)در یک موضوع  براي هر دو پیشامد وابسته و مستقل (� ∩ �) = �(�) + �(�) − �(� ∪ �)� *2*(توجه)در یک موضوع براي دو پیشامد وابسته به هم  (� − �) = �(�) − �(� ∩ �) �(�) = 1 − �(��)    
 مینامیم) ’Eرا  E(رخ ندادن 

�)  که در احتمال هم بهمین صورت است  در قوانین مجموعه ها داریم ∪ �)� = �� ∩ ��       ,        (� ∩ �)′ = �′ ∪ �′ 
E احتمال شرطی 

  باشد آنگاه Eو تعداد حالات خواسته شده  Sقبلا گفتیم اگر کل تعداد حالات 
 �(�) = �� 

(�|�)�  عبارتست از  Fبه شرط رخداد  Eیک پیش آمد باشد حال احتمال  Eیک پیش آمد باشد و اگر  Fاگر  = �(�∩�)�(�)        ;    P(F)>0 
  

�)�  عبارتست از= و ) ∩(رخ دهد  Fو پیش آمد  Eاز فرمول فوق میتوان گفت که  احتمال اینکه پیش آمد  ∩ �) = �(�). �(�|�) = �(�). �(�|�)  

E احتمال شرطی دو پیش آمد مستقل 
�نی اگر دو پیش آمد مستقل از هم بودند (مستقل از هم یع ∩ � = { } = ∅  (  

�)�  :) یا=   ∪(احتمال رخداد اولی یا دومی  ∪ �) = �(�) + �(�) 
(�|�)� مستقل باشند Fو  Eاگر دو پش آمد  = �(�) 

  بنابراین به این فرمول مهم براي احتمال توام دو پیش آمد مستقل میرسیم
�)�  :)و =  ∩(احتمال هر دو رخداد با هم مستقل باشند     Fو  Eاگر دو پش آمد  ∩ �) = �(�) ∗  *3*(توجه)در یک موضوع  براي دو پیشامد مستقل از هم  (�)�

 
(��)�  آنگاه احتمال چند پیش آمد   باشد در یک موضوع اگر چندین پیش آمد مستقل از هم  = � �(��) = �(��) + �(��) + �(��) + ⋯ . �(��) = � �(��) ∗ �(�|��) = �(��) ∗ �(�|��) + �(��) ∗ �(�|��) + �(��) ∗ �(�|��) …  مخرج کسر بیز
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  یا عدد زوج بیاید چقدر است  4کمتر از;تاب میکنیم احتمال اینکه عدد فرد تاسی را پر
    باشد 4عدد فرد کمتر از  Fعدد زوج و  Eکل حالات و  Sاگر

S={1,2,3,4,5,6 }  E={2,4,6}  F={1,3} �(�) = تعداد حالات خواسته شده
تعداد کل حالات =�� �(�) = ��  �(�) = �� 

�)�  هم مستقل هستند پس این دو پیش آمد از ∪ �) = �(�) + �(�) = �36� + �26� = 56 

  چقدر است باشد 5عدد زوج باشد یا کمتر از تاسی را پرتاب میکنیم احتمال اینکه 
    باشد 5عدد کمتر از  Fعدد زوج و  Eکل حالات و  Sاگر

S={1,2,3,4,5,6,7}  E={2,4,6}  F={1,2,3,4}       � ∩ � = {2,4} �(�) = تعداد حالات خواسته شده
تعداد کل حالات  �(�) = ��            �(�) = ��           �(� ∩ �) = �� 

�)�  این دو پیش آمد از هم مستقل نیستند (بهم وابسته اند) پس ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �) = �36� + �46� − (26) = 56 

�)�  آمد با هم را حساب کنیم ثابت کنید براي سه پیش آمد که مستقل از هم نباشند و بخواهیم احتمال سه پیش  ∪ � ∪ �) = �(�) + �(�) + �(�) − �(� ∩ �) − �(� ∩ �) − �(� ∩ �) + �(� ∩ � ∩ �) �(� ∪ � ∪ �) = ��� ∪ (� ∪ �)� = �(�) + �(� ∪ �) − �(� ∩ (� ∪ �))= �(�) + �(�) + �(�) − �(� ∩ �) − �((� ∩ �) ∪ (� ∩ �))= �(�) + �(�) + �(�) − �(� ∩ �) − �(� ∩ �) − �(� ∩ �) + �(� ∪ � ∪ �) 

 شود احتمال اینکه هر دو عدد مساوي باشد 10پرتاب دو تاس اگر جمع اعداد بزرگتر یا مساوي در 
 S1بین   مساوي بودن اعداد در Aو     10براي اینکه دو تاس جمع بزرگتر یا مساوي  S1  روش اول :

S1={46,55,56,64,65,66} 
A={55,66} �(�) = 26 = 13 

براي مساوي  S2 -    10براي اینکه دو تاس جمع بزرگتر یا مساوي  S1  –کلیه حالات دو تاس   Sروش دوم   :
 S1مساوي بودن اعداد در  Aبودن و 

S={11,12,13,14,15,16,21,22,23,24,25,26,31,32,33,34,35,36,41,42,43,44,45,46, 
51,52,53,54,55,56,61,62,63,64,65,66} 

S1={46,55,56,64,65,66} 
S2={11,22,33,44,55,66} � = �1 ∩ �2 = {55,66} 
 �(�1|�2) = �(��∩��)�(��) = �/���/�� = �� = �� 
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  آمد احتمال اینکه فرد باشد 4تاسی پرتاب میکنیم کمتر از 
  روش اول:

4کمتر    A={1,2,3}  A  فرد در B={1,3} �(�) = 23 

 روش دوم:
S={1,2,3,4,5,6}  4کمتر  A={1,2,3}  فرد در کل B={1,3,5} �(� ∩ �) = {1,3} �(�|�) = �(� ∩ �)�(�) = 236336 = 23 

 

احتمال پنجر شدن است و احتمال پنچر شدن لاستیک  0.24احتمال پنچر شدن لاستیک سمت راست یک خودرو  
احتمال اینکه بنزین در باك   میباشد 0.08است و احتمال اینکه هر دو لاستیک باهم پنچر شود  0.20سـمت چپ  

  است 0.02تمام شود 
  احتمال اینکه اصلا پنچر نشود چقدر استب)    .لاستیک راست یا چپ چقدر استاحتمال پنجر شدن الف) 

  ج) احتمال اینکه لاستیک چپ پنچر یا بنزین تمام شود چقدر است
  د) احتمال اینکه لاستیک چپ پنچر و بنزین تمام شود چقدر است

�)�  قبلا نوشته شد که  حل: ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �)� **(توجه)در به یک موضوع  براي هر دو پیشامد وابسته به هم (� ∩ �) = �(�) + �(�) − �(� ∪ �)� ***(توجه) )در به یک موضوع  براي دو پیشامد وابسته به هم(� ∪ �) = �(�) + �)� **(توجه) )در به یک موضوع  براي هر دو پیشامد مستقل از هم(�)� ∩ �) = �(�) ∗  ***(توجه) )در به یک موضوع  براي دو پیشامد مستقل از هم(�)�
�)� حتمال اینکه چپ یا راست پنچر شوداالف      ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �)=0.24+0.20-0.08=0.36  

�)�  احتمال اینکه پنچر نشود عبارتست ازب)  ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �)=(1-0.24)+(1-0.20)-(1-0.08)=0.64 
�)�  شود ج) بنزین و پنچري دو پیشامد مستقل هستند   احتمال چپ پنچر یا بنزین تمام ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �) = 0.20 + 0.02 − 0 = 0.22 

�)�  د) احتمال چپ پنچر و بنزین تمام شود چون بهم پنچري و بنزین بهم ربطی ندارد مستقل هستند ∩ �) = �(�) ∗ �(�) = 0.20 ∗ 0.02 = 0.0040 
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از  %30از کارخانه دوم و  %20نیازش از کارخانه اول و  %50فروشگاهی سه نوع لامپ از سه کارخانه میخرد بطوریکه 
ها مشخص شده که از کل لامپهاي تولیدي هر کارخانه، بترتیب کارخانه سـوم تامین میشـود. از سـوابق این کارخانه    

معیوب میباشد. این فروشگاه از لامپهاي  %6معیوب و کارخانه سوم  %4لامپها معیوب و کارخانه دوم  %1کارخانه اول 
  بتصادف انتخاب میکند. موجود در انبارش یک لامپ

  احتمال اینکه این لامپ معیوب باشد؟

 

  
�  ،  کل احتمال معیوب  بودن �(��)�(�|��) = 

  بنامیم R,S,Tمعیوب بودن   و سه کارخانه را  Kاگر 
 پس احتمال معیوب بودن معادل با   احتمال معیوب بودن هرکارخانه و میزان خرید آن کارخانه میشود 

(�|�)�   میباشد یعنی   0.5برابر با  Rاین است که اگر در انبار شرکت لامپ خراب باشد احتمال از کارخانه   (�|�)� در زیر مفهوم  = �(�) = (�)�و در این کارخانه میزان معیوب   0.5 = �(��) = 0.01 �(�) = �(�|�, �,�) = �(�)�(�|�) + �(�)�(�|�) + �(�)�(�|�) �(�) = (0.01 ∗ 0.5) + (0.04 ∗ 0.2) + (0.06 ∗ 0.3) =0.031  
  

ــد زوج آمد احتمال اینکه عدد ظاهر   6تا  1تاس همگنی که روي آن اعداد  ــده پرتاب میکنیم  ملاحظه ش ــته ش نوش
  بخش پذیر باشد چقدر است 1.5شده بر 

  نام میگذاریم B 1.5بخش پذیري  – Aظهور زوج  – Sحالات  کل
S={1,2,3,4,5,6} A={2,4,6}  B={3,6}            �(� ∩ �) = {6} �(�|�) = �(� ∩ �)�(�) = 1636 = 13 

   حل کنیمنیز میشد از طریق قضیه بیز 

 10تا   7گوي با شــماره  4نیز داریم و در جعبه قرمز رنگی  6تا  1در جعبه آبی رنگی  شــش گوي با شــماره گذاري 
داریم یکی از دو جعبه بتصــادف انتخاب میکنیم  و یک گو بیرون میاوریم اگر جعبه انتخابی آبی باشــد احتمال اینکه 

  بخش پذیر باشد چقدر است 3عدد روي گوي بر 
  نام میگذاریم Bرا  3بخش پذیري  – A آبی مهره هاي ظهور – Sکل حالات 

S={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 }    A={1,2,3,4,5,6}  B={3,6,9}       �(� ∩ �) = {3,6} �(�|�) = �(� ∩ �)�(�) = 210610 = 26 

 Kدر صد معیوب Tدرصد خرید کارخانه
R .5 .01 

S .2 .04 

T .3 .06 
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عمل جایگذاري انتخاب  بدونلامپ آنها سوخته است از این جعبه همزمان دو لامپ  4لامپ دارد که  21جعبه اي 
 میکنیم احتمال اینکه هر دو لامپ سوخته باشد چقدر است 

  از طریق ترکیب

� = �170 � �42��212 � = 6210 

عمل جایگذاري  بدونلامپ آنها سوخته است از این جعبه یکی یکی  دو لامپ  4لامپ دارد که  21جعبه اي 
 است انتخاب میکنیم احتمال اینکه هر دو لامپ سوخته باشد چقدر 

  پیشامد لامپ سوخته دوم در دومین برداشت باشد B2پیشامد لامپ سوخته در برداشت اول  و  B1اگر 
اگر بخواهیم لامپ اول و لامپ دوم سـوخته باشد چون لامپ اول پس از برداشتن به ظرف باز نگشته است لامپ دوم  

�1)�  وابسته به لامپ اول است آنگاه ∩ �2) = �(�1) ∗ �(�2|�1) = 421 ∗ 320 = 135 
  میشد  با منفک کردن دو وضعیت از طریق ترکیب هم رفت

� = �170 � �41��211 � ∗ �170 � �31��201 � = 421 ∗ 320 

علت هم این است گه هر دو سوحته انتخاب کردیم اولی سوخته و دومی سوخته یعنی دیگر ترتیب ندارد که اگر اولی سوخته این مثال با مثال قبلی استثنائا مساوي شد جواب 
  )توپ رجوع شود 11در خصوص  39(به مثال و دومی سالم بود ترتیب مهم میشد و در اینصورت جواب مثال قبل .با  این مثال فرق میداشت 

--------------------- 

  عمل جاي  بالامپ آنها سوخته است از این جعبه یک به یک دو لامپ    4لامپ دارد که  21به اي جع
 گذاري انتخاب میکنیم احتمال اینکه هر دو لامپ سوخته باشد چقدر است 

  پیشامد لامپ سوخته دوم در دومین برداشت باشد B2پیشامد لامپ سوخته در برداشت اول  و  B1اگر 
اول و لامپ دوم سـوخته باشـد چون لامپ اول به ظرف بازگشـته است پس لامپ دوم ارتباطی با     اگر بخواهیم لامپ

�1)�  لامپ اول ندارد آنگاه ∩ �2) = �(�1) ∗ �(�2) = 421 ∗ 421 
  میشد  با منفک کردن دو وضعیت از طریق ترکیب هم رفت

� = �170 � �41��211 � ∗ �170 � �41��211 � = 421 ∗ 421 
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انتخاب میکنیم متوجه میشـویم که اسـتخدامی است احتمال مرد بودن چقدر   نفر داریم  یک فرد  900مطابق جدول
  است

  بیکار مستخدم 

 500 40 460 مرد
 400 260 140 زن
 600 300 900 

 
600/460

900/600
900/460

)(
)()( ==

∩
=↓

EP
EMPEMP  

 در مبحث بعدي مشاهده میکنیم این مسئله از طریق بیز هم قابل حل است
 

ــت   دو فیوز انتخاب میکنیم احتمال هر دو خراب  5میدانیم که فیوز داریم و  20در جعبه اي  عدد از آنها خراب اسـ
  چقدر است؟
  روش اول

P( A ∩B ) = P ( A ) . P ( B ) = (5/20) . ( 4 / 19 )  
  روش دوم

� = �51� �150 ��201 � ∗ �41� �150 ��191 �  

  میشود از این ترکیب هم میتوان استفاده کرد  ضمنا چون هر دو فیوز خراب انتخاب کردیم ترتیب خرابی مهم نیست 

P Z( ) =
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E قضیه بیز 
  یک پیش آمد دلخواه باشد Aپیش آمد مستقل داشته باشیم اگر   Eiاگر بتعداد  

 همان احتمال ذکر شــده در مســئله اســت  و   P(Er) همان خواســت مســئله اســت   و   P(Er|A)در فرمول فوق 
P(A|Er) طبق محاسبه شرح مسئله است  

  همان خواسته مسئله است Erو  همان وضعیتی است که در  مسئله رخ داده است Aدر حل مسائل مهم : 

احتمال موفقیت و دانشجوي نا    %90در صد نا مرتب هستند  دانشجوي مرتب  30در صـد دانشـجویان مرتب و    70
احتمال  در صـد احتمال موفقیت دارند     یک دانشـجو بتصـادف انتخاب میکنیم ملاحظه شـد قبول شده     40مرتب 

  مرتب بودن او جقدر است .
=Aموفق 

=B1 مرتب  
=B2نا مرتب  

P B A P B P A B
P B P A B P B P A B

( ) ( ). ( )
( ). ( ) ( ). ( )

1 1 1
1 1 2 2

↓ =
↓

↓ + ↓  
0 7 0 9

0 7 0 9 0 3 0 4
63
75

. * .
. * . . * .+

=  

باشد    بیشتر از خطسکه معیوب باشـد بطوریکه شیرآمدن  حدس میزنیم  %70اي در دسـت دارد که  شـخصـی سـکه   
  ؟میشودسکه چقدر  معیوب بودنسکه را پرتاب میکند ملاحظه میشود شیرآمده است  احتمال 

A= شیر       P(A)= 50% 
B1=یک شیري بودن   P(B1)=30% 
B2= دو شیري بودن     P(B2)=70% 

)2().2()1().1(
)2().2()2(

BAPBPBAPBP
BAPBPABP

↓+↓
↓

=↓  

%8181.0
85.0
7.0

1*7.05.0*3.0
1*7.0

===
+

 

آزمایش تشخیص سرطان در مورد . بیماران سـرطانی جواب مثبت میدهد   %95آزمایش تشـخیص سـرطان در مورد   
آنها ســرطانی هســتند     %3از بین بیماران یک بیمارســتان که .  ران غیر ســرطانی جواب مثبت میدهد بیما  10%

آزمایش تشـــخیص ســـرطان در مورد این بیمار ســـرطانی جواب مثبت میدهد     . بیماري بتصـــادف انتخاب میکنیم 
  احتمال اینکه واقعاً سرطانی باشد چقدر است.

A= پاسخ مثبت       
B1=سرطانی باشد   P(B1)=3% 
B2= سرطانی نباشد   P(B2)=97% 

∑
=

= n

i
ii

rr
r

EAPEP

EAPEP
AEP

1

)|()(

)|()(
)|(
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)2().2()1().1(
)1().1()1(

BAPBPBAPBP
BAPBPABP

↓+↓
↓

=↓  

=
+ 10.0*97.095.0*03.0

95.0*03.0  

 %30از کارخانه دوم و  %20نیازش از کارخانه اول و  %50: فروشـگاهی سه نوع لامپ از سه کارخانه میخرد بطوریکه  
ها مشخص شده که از کل لامپهاي تولیدي هر کارخانه، بترتیب از کارخانه سـوم تامین میشود. از سوابق این کارخانه  

معیوب میباشد. این فروشگاه از لامپهاي  %6یوب و کارخانه سوم مع %4لامپها معیوب و کارخانه دوم  %1کارخانه اول 
  موجود در انبارش یک لامپ بتصادف انتخاب میکند.

  الف) احتمال اینکه این لامپ معیوب باشد؟
  ب) اگر این لامپ معیوب باشد احتمال اینکه از کارخانه دوم باشد چقدر است؟

 

  
آنگاه   یک پیش آمد دلخواه باشد Aپیش آمد مستقل داشته باشیم اگر   Eiاگر بتعداد  حل: در قضـیه بیز گفته شد  

 Aبشرط رخداد   �E احتمال

�  ،  معادل مخرج کسر فرمول بیز میباشدکل احتمال معیوب  بودنالف)  �(��)�(�|��) = 

  بنامیم A,B,Cمعیوب بودن   و سه کارخانه را  Kاگر 
(�)�  پس احتمال معیوب بودن معادل با   احتمال معیوب بودن هرکارخانه و میزان خرید آن کارخانه میشود    = �(�, �, �|�) = �(�)�(�|�) + �(�)�(�|�) + �(�)�(�|�) �(�) = (0.5 ∗ 0.01) + (0.2 ∗ 0.04) + (0.3 ∗ 0.06) =0.031  

P(B|K)  ب)  = P(B). P(K|B)P(A). P(K|A) + P(B). P(K|B) + P(C). P(K|C) = 0.2 ∗ 0.040.5 ∗ 0.01 + 0.2 ∗ 0.04 + 0.3 ∗ 0.06 = 0.0080.031 = 831 

   

 Kدر صد معیوب Tدرصد خرید کارخانه
A .5 .01 
B .2 .04 
C .3 .06 

∑
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بدون جایگزینی بیرون باهم توپ  ســـهالف .  توپ قرمز  )  2توپ ســـیاه  4توپ ســـفید  1توپ داریم  ( 7در ظرفی
یرون بدون جایگزینی بیکی یکی توپ  سهب )احتمال اینکه یک توپ قرمز و دو توپ سیاه باشد چقدر است.   میاوریم
ینی جایگز یکی یکی باتوپ  سه).   جباشد چقدر است دومی سـیاه و سـومی سیاه  و  اولی قرمزاحتمال اینکه  میاوریم

 .باشد چقدر است دومی سیاه و سومی سیاهو  اولی قرمزاحتمال اینکه و به ظرف باز میگردانیم   بیرون میاوریم
  

�  *** حل : = (10)(42)(21)(73) = 1 ∗ 6 ∗ 235 = 1235 
� = (10)(40)(21)(71) ∗ �10� �41� �10��61� ∗ �10� �31� �10��51� = 27 ∗ 46 ∗ 35 = 435  
� = (10)(40)(21)(71) ∗ �10� �41� �20��71� ∗ �10� �41� �20��71� = 27 ∗ 47 ∗ 47 = 32343  

آزمایش  خطا در احتمال.  شده در هر روز یکسان است انجام آزمایشهايتعداد . روز هفته فعال اسـت  6 آزمایشـگاهی 
ــنبه   %1سه شنبه   %1دوشنبه  % 2یکشنبه    %5شنبه   :  در روزهاي مختلف هفتهسرطان      %2چهارش

نبه شیکاحتمال اینکه رور .   است. نتیجه آزمایشگاه براي تشخیص سرطان براي شخصی  خطا داشت 3%پنجشنبه 
 ت.باشد چقدر اسآزمایش انجام شده 

 
=(�|�1)�  و ...  نام میگذاریم T1و یکشنبه  T0و شنبه  W*** حل : خطا را  �(�1) ∗ �(�|�1)�(�0) ∗ �(�|�0) + �(�1) ∗ �(�|�1) + �(�2) ∗ �(�|�2) + �(�3) ∗ �(�|�3) + �(�4) ∗ �(�|�4)= �(�1|�) = 16 ∗ 2100�16 ∗ 5100� + �16 ∗ 2100� + �16 ∗ 1100� + �16 ∗ 1100� + (16 ∗ 2100) + (16 ∗ 3100)= 214 = 17  

    

se
dig

hia
s2

20
@

ya
ho

o.c
om

mailto:sedighias220@yahoo.com


    35صفحه     ت مهندسیآمار و احتمالا

------------------------------------------------------------------------------------------  
  115از    35ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

E  احتمال تابع توزیعF(x)-  چگالی (تابع احتمال( f(x) 

E  متغیر تصادفیRandom  Variable  
  نمایش میدهند  Xزیر مجموعه از اعداد حقیقی   معمولا با حروف بزرگ مثل     –تابعی از فضاي نمونه 

  نمایش میدهند  Sx  برد تابع را تکیه گاه متغیر تصادفی میگویند و با 

E   تابع توزیعDistribution  Function   

میباشد و بصورت   Rنشان میدهند دامنه تابع   xFX)(بصورت    Xمتغیر تصادفی باشد آنگاه تابع توزیع     Xاگر 
  زیر تعریف  میشود 

)()( xXPxFX ≤=  

E خواص تابع توزیع 
1-  1)(0 ≤≤ xFX  

2-
1)()(

0)()(

=+∞=

=−∞=

+∞→

−∞→

xXx

xXx

FxFLim

FxFLim
 

  حداقل از راست در هر نقطه پیوسته است -3
  غیر نزولی است  یعنی -4

)()( 2121 xFxFxx XX <→<  
  هر تابع حقیقی که داراي چهار خاصیت فوق باشد    تابع توزیع   است –نکته 
   –نکته 

)()( +

→
=

+
aFxFLim XX

ax
 

E   چگالی (تابع احتمال(: 
نشان داده میشود  xfX)(یک متغیر تصادفی گسسته باشد آنگاه تابع چگالی احتمال که با   Xگسـسـته : اگر    -1

  بصورت زیر تعریف میشود
)()( xXPxfX ==  

0  زیر است دو خاصیتکه دامنه آن مجموعه اعداد حقیقی است و داراي  ≤ �(�) ≤ 1 � �(�) = 1 

ــکیل تابعی حقیقی میدهد بنام چگالی احتمال    -2 ــردگی احتمال روي خط اعداد حقیقی تش ــته : میزان فش پیوس
)(xfX   0 است زیردو خاصیت که داراي ≤ �(�) ≤ 1 � �(�)�� = 1 

  دو شرط فوق را دارا باشدهر پس زمانی یک تابع چگالی احتمال میشود که 
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E  چگالی احتمالرابطه تابع توزیع با تابع 
  تابع توزیع بدست آورید و بالعکس )      احتمال تبدیل در گسسته ( با داشتن تابع چگالی -1

)()()(

)()(

−

≤

−=

= ∑
xFxFxf

tfxF

XXX

xt
XX  

  تابع توزیع بدست آورید و بالعکس )      احتمالتبدیل در پیوسته ( با داشتن تابع چگالی  -2

dx
xdFxf

dttfxF

X
X

x

xX

)()(

)()(

=

= ∫
∞−  

  میکنیم تعداد شیرها را بررسی نماییدسکه اي سه بار پرتاب 
S={HHH,HHT,HTH,HTT,THH,THT,TTH,TTT} 
 تعداد شیر   0  1      1      2        1       2      2        3         
 احتمال هر مورد 1/8   1/8     1/8    1/8    1/8     1/8    1/8     1/8       

  احتمال اصلا شیر نیاد   1/8= احتمال یک شیر   3/8=   شیراحتمال سه   1/8= احتمال دو شیر3/8=
X= 3 2 1 0 تعداد شیر 

چگالی P(X=x) = f(x)تـابع احتمـال  
 احتمال

1/8 3/8 3/8 1/8 

Rx= { 0 , 1 , 2 , 3 )          x   برد  

F x
x

x
( )

/
/
/

=
≤ <
≤

≤ <
≤



























0
1 8 1
4 8
7 8 3
1

            x < 0 
      0
      1 x < 2
       2 

               3 x توزیع احتمالتابع        
            f(x)=تابع چگالی احتمال 

       
3/8       

       
1/8       

            0            1              2             3             x  محور  
 

8/8=1    F(x)=تابع توزیع  احتمال 
7/8      

      
      

4/8      
      
      

1/8      
0      

              0           1               2                3                  x محور     
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  کامپیوتر خرید میکنیم احتمال خرابی چقدر است 2عدد آن خراب است  3کامپیوتر دارد که  8شرکتی 
  

                    احتمال هر دو خراب   
  
  

                                           ب   خرا احتمال یکی
  
  
  

  هر دو سالمصفر خراب = احتمال 
 
 
x= کامپیوتر خراب 
R(x)= { 0,1,2 } 
f(x)= احتمالچگالی  تابع      f (0 )= 10/28  f(1)=15/28  f(2)=3/28 
x 0 1 2 
 f(x) 10/28 15/28 3/28 

  برابر یک میشود f(x)بین صفر و یک و جمع  f(x)ملاحظه میشود که هر 





















≤

=

x2               1
2<      x28/25
1<      x28/10
0<    x          0

)(xF
 تابع توزیع احتمال  

  را رسم نمود F(x)و  f(x)میشود نمودار 
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A آیا (�(�) = ����  یک تابع احتمال است؟ x=1,2,3,4,5بازاء    

B ( آیا�(�) = ����   یک تابع احتمال است؟ x=1,2,3,4بازاء    
C ( آیا�(�) = ����   یک تابع احتمال است؟ x=0,1,2,3بازاء    
  

  )Aحل
  مال) باشدهمیشه باید دو شرط برقرار باشد تا تابع احتمال ( چگالی احت 

∑الف )  �(�) = 1 ∑ �(�) = ���� = ���� + ���� + ���� + ���� + ���� =-0.2+0+0.2+0.4+0.6=1 
0    هاx ب ) در تمامی  ≤ �(�) ≤   باید باشد 1

∑  (منفی شد)  یعنی xمقادیر یکی از ء بازا (�)�ولی  �(� = 0) = نگردید،  پس یک صفر و بین شد و  0.2−
f(x) تابع چگالی احتمال نیست  
  )Bحل

  باید دو شرط برقرار باشد تا تابع احتمال ( چگالی احتمال) باشدحل همیشه 
∑الف ) باید  �(�) = 1 ∑ �(�) = ���� = ���� + ���� + ���� + ���� =1 

0    هاx ب ) در تمامی  ≤ �(�) ≤   باید باشد 1
  تابع چگالی احتمال است f(x)و یک گردید،  پس صفر بین  xمقادیر تمامی ء در این مورد  بازا (�)�و 

∑  )Cحل  �(�) = ���� =���� + ���� + ���� + ���� = 2 
∑همیشه باید دو شرط برقرار باشد شرط اول  �(�) =   برقرار نیست پس تابع چگالی احتمال نیست 1

(�)� تابع kبازاء چه مقداري از  =   یک تابع احتمال است x=0,1,2,3,4بازا    �����
  گسسته است  f(x)مقادیر خاص و گسسته بخود میگیرد پس تابع  xمتغیر  –حل 

  همیشه باید دو شرط برقرار باشد تا تابع احتمال ( چگالی ) باشد 
  E(x)د) امید ریاضی را بدست آورید   بدست آورید    P(2≤x<4)ج)    بنویسیدرا  F(x)توزیع (تجمعی) 

∑الف )  �(�) = 0ب ) هر        1 ≤ �(�) ≤ �  باید باشد 1 �(�) = ��� + 5 = 0�� + 5 + 1�� + 5 + 2�� + 5 + 3�� + 5 + 4�� + 5 = 30� + 5 � �(�) = 1  →  30� + 5 = 1  → � + 5 = 30 → � = 25 

0آنگاه  x=0,1,2,3,4و بازاء مقادیر مختلف  k=25بازاء همچنین  ≤ f(x) ≤ (�)�  است k=25جواب  میشود  1 = ��30    � = 0,1,2,3,4   
�(�) =

⎩⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪⎧ 0                      � < 0��� = 0             0 ≤ � < 1���               1 ≤ � < 2���                2 ≤ � < 3����                  3 ≤ � < 4���� = 1                  4 ≤ � ⎭⎪⎪⎪

⎬⎪
⎪⎪⎫
          � 0 ≤ �(�) ≤ 1 →    �(�) = ��� + ��� = ����(�) = ∑ � ∗ �(�) = 0 ∗ ��� + 1 ∗ ��� + 2 ∗ ��� + 3 ∗ ��� + 4 ∗ ���� = ����� 

 

se
dig

hia
s2

20
@

ya
ho

o.c
om

mailto:sedighias220@yahoo.com


    39صفحه     ت مهندسیآمار و احتمالا

------------------------------------------------------------------------------------------  
  115از    39ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

  را بدست آورید cالف) در تابع زیر مقدار 
  و رسم کنید را نوشته (�)�و تابع چگالی (�)�ب)تابع توزیع 

��)�ج) احتمال  ≤ x ≤ (�)�  را با تابع چگالی و همچنین با تابع توزیع بدست آوردید   (�� = ��          0 ≤ � ≤ 1 � − �    1 ≤ � ≤ 20             ��ℎ��        � 
�  پیوسته است  شرط دوم را مینویسیم f(x)مقادیر پیوسته بخود میگیرد پس تابع  xمتغیر  –حل  �(�)�� = � ��� + � (� − �)�

�
�

� �� = �12 ����� + ��� − 12 ����� = �12� + �� ∗ 2 − 12 ∗ 4 − � ∗ 1 + 12 ∗ 1� � �(�)�� = � − 1 

�  باید برابر یک شودشرط دوم یعنی انتگرال فوق که  − 1 = 1   →   � = 2  
  بشرح زیر میگردد بنابراین تابع احتمال (چگالی احتمال)

 �(�) = ��          0 ≤ � ≤ 1 2 − �    1 ≤ � ≤ 20             ��ℎ��        � 
  براي بدست آوردن تابع توزیع احتمال:این تابع چگالی احتمال است زیرا هر دو شرط را پوشش میدهد.  

 −∞ ≤ � < 0 →  �(�) = � �(�)�� = 0�
��  0 ≤ � < 1 → �(�) = � �(�)�� + � �(�)���

� = 0 + � ����
�

�
�� = 12 �� 1 ≤ � < 2 → �(�) = � �(�)�� + � �(�)���

� + � �(�)���
� = 0 + � ����

�
�

�� + � (2 − �)���
�= 0 + �12 ����� + 2� − 12 �� − �(2� − 12 ��)��� = 12 + 2� − 12 �� − �2 − 12� = 

 
=− �� �� + 2� − 1 
 2 ≤ � < ∞ → �(�)= � �(�)�� + � �(�)�

� �� + � �(�)�� + � �(�)���
�

�
� = 0 + � ����

�
�

��+ � (2 − �)���
� + � ��� =�

�  = 0 + 12 + 4 − 42 − 2 + 12 = 1 
 

�(�) = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 0                                         � < 012 ��                              0 ≤ � < 1− 12 �� + 2� − 1        1 ≤ � < 21                                       2 ≤ � ⎭⎪⎬

⎪⎫
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��)�ج) با تابع احتمال مقدار  ≤ x ≤ ��)    � ��� ≤ x ≤ ��� = ∫ f(x)dx = ∫ xdx + ∫ (2 − x)dx = ��� x���/�� + �(2x −�/����/��/��/��� x�)���/� = ��� − ��� + (�� − �� − 2 + ��) = ��   
��)� احتمال مقدارتوزیع با تابع  ≤ x ≤ ��)    

 � ��� ≤ x ≤ ��� = F ���� − F ���� = �− �� �� + 2� − 1����� − ��� ������� = ��   

 
(�)� را بدست آورید   Kدر تابع چگالی احتمال زیر مقدار  = � �2� + 1       � = 0,2,30                         � = دیگر

� 
 

بنویسـید و صحت دو شرط تابع چگالی بررسی کنید و  درجدول زیر مقادیر تابع چگالی   kجدول تابع چگالی با این مقدار 
�)�و   (�)�� و (�)�و    E(x)و توزیع را بنویسید و امید ریاضی  ≥   را محاسبه کنید    (2

 x     
 f(x)    
F(x)    

  
�  مقادیر خاص دارد x: تابع گسسته است زیرا  *** حل �(�) = 1      →     02� + 1 + 22� + 1 + 32� + 1 = 1      →          2� + 1 = 5       →        � = 2 

 �(�) = � �5       � = 0,2,30                         � = دیگر
� 

x  0 2 3  

 f(x) 05 
25 

35 
∑ �(�) = 1    ok 0 ≤ �(�) ≤ 1     �� 

F(x) 0                       05 25 
55 = 1 

 

 �(�) = � � ∗ �(�) = �0 ∗ 05� + �2 ∗ 25� + �3 ∗ 35� = 135 = 2.6 ��(�) = �(��) − (�(�))� �(��) = � �� ∗ �(�) = �0� ∗ 05� + �2� ∗ 25� + �3� ∗ 35� = 355 = 7 ��(�) = �(��) − ��(�)�� = (7) − (2.6�) =                       �(�) = √. 24 = 0.48 
 �(� ≥ 2) = 25 + 35 = 1 
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E ( امید = میانگین = متوسط)امید ریاضی 
نشان داده میشود   E(X)که با علامت    Xیک متغیر تصـادفی گسـسته یا پیوسته  باشد آنگاه امید ریاضی      Xاگر 

(�)�  بصورت زیر تعریف میشود = � ���(�) (�)� گسسته    = ∫        پیوسته      ��(�)���
  امید ریاضی را میانگین و متوسط و انتظار نیز میگویند

E خواص امید ریاضی �� + �             �(�� + �) = ��(�) + � 

E واریانس ��(�) = ���(�) = �[(� − �)�] = �(��) − ��(�)�� ��(�) = �(��) − (�)� واریانس  �((�)�) =  انحراف معیار   (�)���

E خواص واریانس ���(�� + �) = �����(�) 

ر اگ. هر بار فشردن دسته کل نمایش را تغییر میدهد . صـاحب دسـتگاهی هسـتیم که  داراي نمایش سـه سکه است    
بازاء هر بازي صاحب دستگاه بعنوان جایزه در یافت کند. ریال  100بازیگري دکمه فشار دهد بازاء هر تعداد شیر باید 

  و نه ضرر دکه نه سود کن دچند ریال بگیر
  فضاي کل حالات بصورت زیر است  Tخط=     Hحل: شیر=

S={HHH,HHT,HTH,HTT,THH,THT,TTH,TTT} 
   

X=x شیر HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT 
X ریال  +a-300 +a-200 +a-200 +a-100 +a-200 +a-100  +a-100  +a  

)(xfX
 

1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 

  
X=x سایرین 0 1 2 3  تعداد شیر 

تابع چگالی احتمال  )(xfX  
1/8 3/8 3/8 1/8 0 

  
X=x سایرین 0 1 2 3 شیر 
X +a-300 +a-200 +a-100 +a (پولی دریافتی مثبت     پول پرداختی منفی)  

)(xfX  
1/8 3/8 3/8 1/8 0 

�(�) = � � ∗ �(�) = (+�) ∗ 18 + (+� − 100) ∗ 38 + (+� − 200) ∗ 38 + (+� − 300) ∗ 18 = 0 � = 150       
  نه سود کند و نه ضرر تومان بگیرد تا براي تعداد زیادي بازي150یعنی صاحب دستگاه براي هر بازي باید 

  است(متوسط) میانگین  ر امید   در حقیقت نام دیگ
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 .هر بار فشردن دسته کل نمایش را تغییر میدهد . صـاحب دستگاهی هستیم که  داراي نمایش سه سکه است مثال : 
ء صاحب دستگاه بازا بعنوان جایزه در یافت کند. دو هزار توماناگر بازیگري دکمه فشـار دهد بازاء هر تعداد شیر باید  

  هزار تومان سود کندکه  دبگیر تومانچند هر بازي 
X=x 0 1 2 3 سایرین 

X +a +a-2000 +a-4000 +a-6000   
)(xfX  1/8 3/8 3/8 1/8 0 �(�) = � � ∗ �(�) = (+�) ∗ 18 + (+� − 2000) ∗ 38 + (+� − 4000) ∗ 38 + (+� − 6000) ∗ 18 = 1000 � = هزار تومان بگیرد تا براي تعداد زیادي بازي در هر بازي هزار تومان سود کند4هر بازي باید یعنی صاحب دستگاه براي       4000  

از  مدیر عامل. یک شــرکت تولید برق در مقابل آتش ســوزي به میزان خســارت کلی یک میلیارد تومان بیمه میشــود
یک صــدهزارم   %50آتش ســوزي احتمال . تجربیات خود میداند که :احتمال آتش ســوزي کلی یک میلیونیم اســت

امید شرکت بیمه این باشد که حق بیمه سالیانه چقدر باشد تا . یک ده هزارم است  %25احتمال آتش سوزي  . است
  در سال یک میلیون تومان سود کنیم

حل: احتمال حالتهایی که باید شـرکت بیمه خسـارت بدهد در بالا مشـخص است فقط احتمال اینکه هیچ حادثه اي    
  ندهد به مقدار زیر میشود رخ 

1-0.000001-0.00001-0.0001=0.999889 
  منتفع میشود 0.999889که شرکت بیمه با احتمال

 
X=x -1000 -500 -250 +a        میلیون تومانمثبت انتفاع و منفی خسارت میباشد   

)(xfX
 

0.000001 0.00001 0.0001 0.999889  

  سود یک میلیون تومان محاسبه میکنیمحال امید را براي 
∑=

x
x xxfXE )()(  میلیون تومان  1 =

1= (-1000*0.000001)+ (-500*0.00001)+ (-250*0.0001)+ (a*0.999889) 
a=1.031114 

  یعنی اگر در سال  یک میلیون سی هزارتومان دریافت کنیم    سالی یک میلیون تومان سود میکنیم
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E میانگین = متوسط)( امید امید ریاضی = 
نشان داده میشود بصورت زیر تعریف   E(X)که با علامت    Xیک متغیر تصـادفی گسـسـته یا پیوسـته  باشـد آنگاه امید ریاضـی          Xاگر 

(�)�  میشود = � ���(�)  گسسته   
��  خواص امید ریاضی + �     →       �(�� + �) = ��(�) + � 

(�)�� واریانس = �(��) − (�(�))� 
��)���  واریانس خواص + �) = �����(�) 

 
  میباشد  f(x)داراي تابع احتمال  x** تمرین: در جدول زیر متغیر تصادفی 

  را بدست آورید  و جدول تابع چگالی و تابع توزیع را با این مقدار بنویسید ؟ Cالف: 
 ?=Var(2x+1)ج)     ?=E(x+3)ب)  

X=x -1 0 1 سایرین 

)(xfX  ½ C+1/6 ¼ 0 
 
  

(�)�  را حساب کنید xداراي مقادیر زیر باشد آنگاه واریانس  x** تمرین: اگر متغیر تصادفی  = 2 �(�(� − 4)) = 5 
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E  هاي مهمتوزیع 

E  آزمایش برنولی 
  P-1و احتمال شــکست    P) احتمال موفقیت را  Fو شـکسـت      Sآزمایشـی که داراي دو نتیجه باشـد ( موفقیت   

  میگردد.

E ايتوزیع دوجمله 
  بنامیم  Xها را   بار بطور مستقل تکرار میکنیم  و تعداد پیروزي  nاگر آزمایش برنولی را   

  برد تابع ( تکیه گاه متغیر تصادفی )
  داراي توزیع دوجمله اي بصورت زیر مینویسند Xمتغیر تصادفی 

  
  تابع چگالی باین صورت است

  
  
  

E توزیع پواسن 
داراي  Xبنامیم آنگاه   Xاگر یک آزمایش برنولی مستقلاً تکرار کنیم و تعداد پیروزیها در یک فاصله زمانی مشخص   

  توزیع پواسن با پارامتر لاندا است  که لاندا متوسط پیروزها است

  
  

E توزیع نرمال X 

  
  

E  
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E  نرمال استانداردتوزیع 
  اگر در توزیع نرمال میانگین مساوي صفر و واریانس یک باشد آنگاه توزیع نرمال استاندارد نامیده میشود

  
  
  
  

µبین  %68ثابت شــده اســت که در طبیعت آمار بصــورت نرمال توزیع شــده اســت که معمولاً   σ±    بین  %96و
µ σ±   خواهد بود 2

  

E  دنرمال استاندارتوزیع      Z 

σو واریانس  µداراي توزیع نرمال با میانگین   Xاگر متغیر تصـادفی   Zباشد آنگاه متغیر تصادفی   2 X
=

− µ
σ

 
~)1,0( با میانگین صفر و واریانس یک  داراي توزیع نرمال استاندارد است NZ  

)1,0(~
),(~ 2

NZ
NX σµ

 

  و احتمال آن چنین خواهد بود

⇒
−

≤=
−

≤
−
≤

)()(

)(

σ
µ

σ
µ

σ
µ bzpbxp

bxP
 

  حالا از روي      جدول نرمال استاندارد       احتمال حاصل میشود

  ����مقدار  σبجاي در فرمول بالا    انتخاب کنیم   mتایی از داخل  �تایی که نمونه   m درحالت جمعیت

E  نرمالطریقه استفاده از جدول 
  جدول براي مقادیر کوچکتر یا مساوي است

در اولین ســتون ســمت چپ مقدار عدد مربوط 
کـه هم مقـادیر مثبت و هم منفی دارد و    Zبـه  

ــدگان بصــورت مثبت و   ــطر رقم ص در اولین س
  است که با هم جمع جبري میشود  Zدنباله 

در داخل جدول از سمت چپ بالا احتمال صفر 
یین عدد احتمال اســت   و در ســمت راســت پا

  یک است
�)�مثلا اگر سوال شود که  ≤ −2.73) =? 

 
�)�  با توجه به جدول فوق ≤ −2.73) = 0.0032 
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Z 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010

-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247

0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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n r 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 p
5 0 0.5905 0.3277 0.1681 0.0778 0.0313 0.0102 0.0024 0.0003 0.0000
5 1 0.9185 0.7373 0.5282 0.3370 0.1875 0.0870 0.0308 0.0067 0.0005
5 2 0.9914 0.9421 0.8369 0.6826 0.5000 0.3174 0.1631 0.0579 0.0086
5 3 0.9995 0.9933 0.9692 0.9130 0.8125 0.6630 0.4718 0.2627 0.0815
5 4 1.0000 0.9997 0.9976 0.9898 0.9688 0.9222 0.8319 0.6723 0.4095
5 5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
10 0 0.3487 0.1074 0.0282 0.0060 0.0010 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
10 1 0.7361 0.3758 0.1493 0.0464 0.0107 0.0017 0.0001 0.0000 0.0000
10 2 0.9298 0.6778 0.3828 0.1673 0.0547 0.0123 0.0016 0.0001 0.0000
10 3 0.9872 0.8791 0.6496 0.3823 0.1719 0.0548 0.0106 0.0009 0.0000
10 4 0.9984 0.9672 0.8497 0.6331 0.3770 0.1662 0.0473 0.0064 0.0001
10 5 0.9999 0.9936 0.9527 0.8338 0.6230 0.3669 0.1503 0.0328 0.0016
10 6 1.0000 0.9991 0.9894 0.9452 0.8281 0.6177 0.3504 0.1209 0.0128
10 7 1.0000 0.9999 0.9984 0.9877 0.9453 0.8327 0.6172 0.3222 0.0702
10 8 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 0.9893 0.9536 0.8507 0.6242 0.2639
10 9 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9940 0.9718 0.8926 0.6513
10 10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
15 0 0.2059 0.0352 0.0047 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
15 1 0.5490 0.1671 0.0353 0.0052 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
15 2 0.8159 0.3980 0.1268 0.0271 0.0037 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000
15 3 0.9444 0.6482 0.2969 0.0905 0.0176 0.0019 0.0001 0.0000 0.0000
15 4 0.9873 0.8358 0.5155 0.2173 0.0592 0.0093 0.0007 0.0000 0.0000
15 5 0.9978 0.9389 0.7216 0.4032 0.1509 0.0338 0.0037 0.0001 0.0000
15 6 0.9997 0.9819 0.8689 0.6098 0.3036 0.0950 0.0152 0.0008 0.0000
15 7 1.0000 0.9958 0.9500 0.7869 0.5000 0.2131 0.0500 0.0042 0.0000
15 8 1.0000 0.9992 0.9848 0.9050 0.6964 0.3902 0.1311 0.0181 0.0003
15 9 1.0000 0.9999 0.9963 0.9662 0.8491 0.5968 0.2784 0.0611 0.0022
15 10 1.0000 1.0000 0.9993 0.9907 0.9408 0.7827 0.4845 0.1642 0.0127
15 11 1.0000 1.0000 0.9999 0.9981 0.9824 0.9095 0.7031 0.3518 0.0556
15 12 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9963 0.9729 0.8732 0.6020 0.1841
15 13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9948 0.9647 0.8329 0.4510
15 14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9953 0.9648 0.7941
15 15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
20 0 0.1216 0.0115 0.0008 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
20 1 0.3917 0.0692 0.0076 0.0005 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
20 2 0.6769 0.2061 0.0355 0.0036 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
20 3 0.8670 0.4114 0.1071 0.0160 0.0013 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
20 4 0.9568 0.6296 0.2375 0.0510 0.0059 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000
20 5 0.9887 0.8042 0.4164 0.1256 0.0207 0.0016 0.0000 0.0000 0.0000
20 6 0.9976 0.9133 0.6080 0.2500 0.0577 0.0065 0.0003 0.0000 0.0000
20 7 0.9996 0.9679 0.7723 0.4159 0.1316 0.0210 0.0013 0.0000 0.0000
20 8 0.9999 0.9900 0.8867 0.5956 0.2517 0.0565 0.0051 0.0001 0.0000
20 9 1.0000 0.9974 0.9520 0.7553 0.4119 0.1275 0.0171 0.0006 0.0000
20 10 1.0000 0.9994 0.9829 0.8725 0.5881 0.2447 0.0480 0.0026 0.0000
20 11 1.0000 0.9999 0.9949 0.9435 0.7483 0.4044 0.1133 0.0100 0.0001
20 12 1.0000 1.0000 0.9987 0.9790 0.8684 0.5841 0.2277 0.0321 0.0004
20 13 1.0000 1.0000 0.9997 0.9935 0.9423 0.7500 0.3920 0.0867 0.0024
20 14 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984 0.9793 0.8744 0.5836 0.1958 0.0113
20 15 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9941 0.9490 0.7625 0.3704 0.0432
20 16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9987 0.9840 0.8929 0.5886 0.1330
20 17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9964 0.9645 0.7939 0.3231
20 18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9924 0.9308 0.6083
20 19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9992 0.9885 0.8784
20 20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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E  واریانس -امید(متوسط)  –احتمال  –جدول توزیع 

  واریانس متوسط یا میانگین احتمال توزیع
 برنولی

1
),(~

=n
pnBx  

xx pp −− 1)1(  p  pq  1,0=x  

 دوجمله اي
),(~ pnBx  

xnx pp
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n −−
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 نرمال استاندارد
)1,0(~ Nx  

2

2
1 z

e
−

π
 0  1  +∞≤≤∞− z  

 
    

  
se

dig
hia

s2
20

@
ya

ho
o.c

om

mailto:sedighias220@yahoo.com


    49صفحه     ت مهندسیآمار و احتمالا

------------------------------------------------------------------------------------------  
  115از    49ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

  است  0.4بار بطرف یک هدف شلیک میکند احتمال به هدف اصابت کردن هر شلیک  20تیراندازي 
  الف ) تابع چگالی احتمال را بنویسید

  بار بهدف بخورد چقدر است 12بار دقیقا  20ب) احتمال اینکه از این  
  بار بهدف بخورد چقدر است 12بار حداکثر  20ج ) احتمال اینکه از این 

  که در آزمایش برنولی زمان و مکان مطرح نیست توجه شود
  است اي)جمله (یا دوولیرنپس ب ) یا به هدف میخورد یا نمیخورداین مسئله دو حالتی است (چون حل: 

 

  ضمنا اگر جدول کوچکتر یا مساوي در دسترس باشد میتوان نوشت

  در جدول براي موارد ذیل داریم

محصول از این کارخانه میخریم احتمال اینکه حداکثر یک  3محصولات سالم هستند  %90تمرین: در یک کارخانه 
  محصول سالم باشد چقدر است؟ میانگین(امید) سالم بودن این سه محصول چقدر است؟ واریانس چقدر است؟
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  زلزله در شمال کشور بوقوع پیوسته است  10در سال گذشته بطور متوسط 
  زلزله بوقوع بپیوندد چقدر است 3احتمال اینکه در سه ماه آینده دقیقا  

  زلزله بوقوع بپیوندد چقدر است 6احتمال اینکه در سه ماه آینده حداکثر 
  ت پس توزیع پواسن استحل : چون موضوع در حوزه زمان اس

زلزله بطور متوسط   2.5ماه با یک تناسـب سـاده   گذشـته   3بنابراین در داشـته ایم     لرزه  10 گذشـته   ماه 12در 
�ه ایم(داشت =   مسئله را حل میکنیم ) e = 2.7183(. ضمنا با فرض ) 2.5

ماه حداکثر  3بار سرویس میشود چقدر احتمال دارد که در  2دسـتگاه چاپگر به طور متوسـط در هر ماه   تمرین: یک 
  یکبار سرویس شود ؟ میانگین و واریانس این توزیع چقدر است؟

E : حالت اول توزیع نرمال 
یک سوال میشود که احتمال  –انحراف معیار جمعیت مشخص  –میانگین جمعت مشخص  –تعداد حمعیت مشخص 

� از جمعیت چقدر است   aبدست آمدن   ≈ �(� , ��)       �(� < �) =?      � �� − �� < � − �� � =?       
�    بدینترتیب میگوییم جمعیت به نرمال استاندارد تغییر یافت �� < ���� �  حال از جدول نرمال استاندارد   ?=

E  توزیع نرمال : دومحالت 
یک سوال میشود  –انحراف معیار نمونه مشخص  –میانگین نمونه مشخص  –  n تعداد نمونه مشـخص  -جمعیتی از 

  از جمعیت چقدر است   aکه احتمال بدست آمدن 
  
� ≈ �(� , ��)       �(� < �) =?      �⎝⎛� − ����� < � − ����� ⎠⎞ =?       

���    بدینترتیب میگوییم جمعیت به نرمال استاندارد تغییر یافت < ������� �  حال از جدول نرمال استاندارد   ?=
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میباشد یک دانشجو انتخاب  4و انحراف معیار  15دانشجو  داراي توزیع نرمال و میانگین نمرات  40در یک کلاس با 
 10شود چقدر است؟ ب) احتمال اینکه نمره دانشجو بیشتر از  10میکنیم. الف) احتمال اینکه نمره دانشجو حداکثر 

  شود؟ 10شود چقدر است( جدول پیوست شده) ج) احتمال اینکه نمره دقیقا 
وجه شود که جدول براي مقادیر کوچکتر یا مساوي و حل: توجه شود مسئله ذکر کرده توزیع نرمال است و ت

� همچنین جدول براي نرمال استاندارد است ≈ �(15 , 4�)       �(� ≤ 10) =?      � �� − �� ≤ 10 − 154 � =?       
�)�    بدینترتیب میگوییم جمعیت به نرمال استاندارد تغییر یافت ≤ −1.25) = �)� الف) که از جدول نرمال استاندارد   0.1056 > 10) = 1 − �(� ≤ 10) = 1 −  � �� − �� ≤ 10 − 154 � = 1 − �(� ≤ −1.25) = 1 − 0.1056 = �)� ب)   0.8944 = 10) = �(� ≤ 10) − �(� ≤ 9) =  � �� − �� ≤ 10 − 154 � − � �� − �� ≤ 9 − 154 � = = �(� ≤ −1.25) − �(� ≤ −1.5) = 0.1056 − 0.0668 =  ج)   0.0388

و  15دانشجو برابر با   10ین نفر دانشجو انتخاب میکنیم میانگین نمرات ا 10نفر دانشجویان دانشگاه،    320از بین 
  نفر دانشجویان دانشگاه انتخاب میکنیم 320میباشد(توزیع نرمال) دانشجویی بتصادف از  4انحراف معیار 

  شود چقدر است 12الف) احتمال اینکه نمره دانشجو کمتر از 
  شود چقدر است( جدول پیوست شده)  12ب) احتمال اینکه نمره دانشجو بیشتر از 

� ≈ �(15 , 4�)       �(� ≤ 12) =?      �⎝⎛� − ����� ≤ 12 − 15�4�10 ⎠⎞ =?       
�)�    بدینترتیب میگوییم جمعیت به نرمال استاندارد تغییر یافت ≤ −2.37) =  الف) که از جدول نرمال استاندارد   0.0089

�(� > 12) =  ��������� > ���������� � = �(� > −2.37) = 1 − �(� ≤ −2.37) = 1 − 0.0089 = 0.9911    
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نفر  4نفري  40میباشــد ، از این کلاس  4و انحراف معیار   65امتحان کلاســی داراي توزیع نرمال و میانگین نمرات 
  مردود شدند ، کمترین نمره قبولی را مشخص کنید

v = = =σ 2 24 16  
X N≈ =( , ) ( , )µ σ 2 6516  

و گرنه تقسیم بر  σت تقسیم بربراي تقریب به توزیع نرمال چون حدنهایی جمعیت و نمونه یکی است و مشخص اس
n

2σ 

1.0)
4
65(

1.0)
4
65(

1.0
40
4)(

=
−

<

=
−

<
−

==<

azp

axp

axp

σ
µ  

  حاصل میشود    - 1.28از روي جدول عدد   
a a−

= − ⇒ =
65

4
1 28 59 88. .  

E  مساوي باشد آنگاهاگر در توزیع دوجمله اي احتمال شکست و پیروزي: 

�(�) = ����2�  

   احتمال اینکه حداکثر دو فرزند دختر باشد؟  فرزند احتمال اینکه حتما دو فرزند دختر باشد؟در یک خانواده با پنج 
 احتمال اینکه بیش از  سه فرزند دختر باشد

P(x = 2) = �nx�2� = �52�2� = 1032 = 0.31 

P(x ≤ 2) = � �nx�2����
��� = �50�2� + �51�2� + �52�2� = 132 + 532 + 1032 = 1632 = 0.5 

 

(x ≥ 3) = � �nx�2����
��� = �53�2� + �54�2� + �55�2� = 1032 + 532 + 132 = 1632 = 0.5 
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E  توزیعt-student   
میباشـد و با یک درجه آزادي همراه است هرچه درجه آزادي بیشتر باشد   30این توزیع براي نمونه هاي گوچکتر از 

بر تابع   tو بیشتر تابع توزیع  30نمودار تابع چگالی احتمال به نمودار نرمال اسـتاندارد نزدیک اسـت با درجه آزادي   
  رمال دقیقاً منطبق میشودتوزیع ن

 

E   دیگر توزیع ها   

E توزیع فوق هندسی  توزیع هندسی 

E  توزیع تیt   توزیع   توزیع کاي مربعF 
  

)(~ ntx
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(�)� متغیر تصادفی برنولی امید و واریانس را بدست آورید Xدر خصوص  = � ���(�) = (1 ∗ �) + �0 ∗ (1 − �)�    →      �(�) = � ���(�) = �(��) − (�(�))� = � − ��     →   ���(�) = �(1 − �)  
  درجه حرارت بصورت زیر تعریف میشود  -هانقل و انتقال دادهدر یک 

  آیا چگالی احتمال است -الف 
  احتمال بین صفر و یک چقدر است -ب 









=
other                  0

2<x<1-     3/
)(

2x
xf

 
  حل :  

  ]x dx x2 3

1

2

1

2

3 9
8
9

1
9

1= = − − =
−

−∫ ( ) �)� شرط اول برقرار است   = 0) = 0           �(� = 2) = �� ≥ 1   شرط دوم برقرار نیست پس چگالی احتمال نیست 

  را حساب کنید و تابع آنرا بنویسید λداراي چگالی احتمال زیر است مونیتور خراب شدن یک 

f x( ) =
≥








λ  e       x 0
0                 x < 0

-x/100 

 

  حل :

]λ λ λ   e   dx   e  1     =  1 / 100

f(x) =
0.01 e      x 0
0                      x < 0

-x /  100 -x /  100

- x /  100

0
0

100
∞

∞

∫ = − = ⇒

≥





  

 

��1 توجه شود �� = ln (�)
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E احتمال توام 

  توپ مشکی است دو عدد توپ انتخاب میکنیم  3توپ آبی و  3توپ قرمز و  2ظرفی شامل 
فرض کنیــد یکی از  -ج   توزیع احتمال توام را بنویسید -ب   برد توپهاي آبی و قرمز را مشخص کنید -الف

 -ه    آیا دوتابع احتمال مستقل هستند -د   توپها  قرمز باشد با چه احتمالی توپ دیگر آبی است
  بطور متوسط حاصلضرب تعداد توپ آبی در قرمز چقدر است

y = تعداد توپ قرمز  x = تعداد توپ آبی 
y = 0 , 1 , 2  x = 0 , 1 , 2 
R(y) = { 0 , 1 , 2 } R(x) = { 0 , 1 , 2 }   جواب الف 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 
f(x , y ) 

f ( , )0 0

3
0

2
0

3
2

8
2

3
28

=































=

 
f ( , )0 1

3
0

2
1

3
1

8
2

6
28

=































=

 
f ( , )0 2

3
0

2
2

3
0

8
2

1
28

=































=

 

f ( , )1 0

3
1

2
0

3
1

8
2

9
28

=































=

 
f ( , )1 1

3
1

2
1

3
0

8
2

6
28

=































=

  f NotPssible( , )1 2 =   

f ( , )2 0

3
2

2
0

3
0

8
2

3
28

=































=
 

  - جدول توزیع احتمال توام -ب 
x   

y       
0 1 2 h(y) 

0 3/28 9/28 3/28 15/28 
1 6/28 6/28 - 12/28 

2 1/28 - - 1/28 
g(x) 10/28 15/28 3/28 28/28 = 1 
---------------------------------------------------------------------------------------------------  

اســت ولی اگر حتما یکی قرمز باشــد  6/28که احتمال اینکه از دو توپ یکی آبی و یکی قرمز باشــد  توجه شــودج) 
ــود به اینکه کل حالات یک قرمز معادل   ــیر میش ــد تفس ــد و تعداد  12/28آنگاه احتمال اینکه دومی آبی باش میباش

حاصل تقسیم حالات مورد نظر بر  میباشـد بنابراین احتمال خواسته شده عبارت از  6/28حالات مورد نظر(یکی آبی) 
  تعداد کل حالات، که بشرح ذیل هم تایید میشود.

f x y f x y
h y

f x
h

f x( | ) ( , )
( )

( , )
( )

( , )
/

= = = =1 1
1

1
12 28

 

X 0 1 2 
f x y( | )= 1  f

h
( , )
( )

/
/

/0 1
1

6 28
12 28

1 2= =
 f

h
( , )
( )

/
/

/11
1

6 28
12 28

1 2= =
 f

h
( , )
( )
2 1
1

0=
 

  درصد احتمال دارد دیگري آبی باشد 50ملاحظه میشود که 
--------------------------------------------------------------------------------------------------- 
g(x) * h(y) = g(0) * h (0 ) = 10/28  *  15/28  ≠ f(x,y)=f(0,0)=3/28 

  دو تابع احتمال مستقل نیستند -د 
 ---------س------------------------------------------------------------------------------------------

 
E[u(x,y)]=∑ ∑ u(x,y) f (x,y)      حاصل ضرب تعداد توپ قرمز در آبی 
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E(x.y)= ∑ ∑ x. y f(x,y) = 0*0*3/28+ 0*1*9/38 + 0*2*3/28 + 1*0*6/28 + 1*1*6/28 + 
2*0*1/28 = 6/2 

-------------------------------------------------------------------------------------------------  

را تعداد شــیر در پرتاب ســوم مینامیم تابع  Yرا تعداد شــیر در ســه پرتاب و  Xمرتبه پرتاب میکنیم  3ســکه اي را 
�بنویسید و  اگر  X,Yاحتمال توام  = {(�,�)|� ≤ (�,�)}�نامیم آنگاه ب {� ∈   محاسبه کنید {�

Hشیر =  Tخط =  
S={HHH,HHT,HTH,HTT,THH,THT,TTH,TTT} 
در سه پرتاب تعداد شیر    0  1      1      2        1       2      2        3           
در سه پرتاب احتمال هر مورد 1/8     1/8       1/8    1/8     1/8     1/8    1/8      1/8         
در پرتاب سوم تعداد شیر    0  1      0      1        0       1      0        1           
در پرتاب سوم احتمال هر مورد  1/8     1/8       1/8    1/8     1/8     1/8    1/8       1/8         
 

  احتمال اصلا شیر نیاد   1/8= شیراحتمال یک    3/8=   احتمال سه شیر  1/8= احتمال دو شیر3/8=
x       y   0 1 2 3 h(y) 
0 1/8 2/8 1/8 - 4/8 

1 - 1/8 2/8 1/8 4/8 
g(x) 1/8 3/8 3/8 1/8 1   =جمع 

�براي  ≤ (�,�)}� آنگاه     � ∈ �} = �(� = 0, � = 0) + �(� = 0, � = 1) + �(� = 1, � = 1) = 18 + 0 + 18 = 28 = 14 

  مقاومت ورق برش داده شده باشد که داراي تابع زیر باشد   yضخامت ورق جوشکاري شده و   xاگر  - 
f x y( , )

/
=

≤ ≤ ≤ ≤







1 500      0 x 0.25 ,  0 y 2000
0                   ßé Óè

 
  آیا تابع چگالی احتمال میباشد -الف 
  است   P[ 0.1< x < 0.2 , 100 < y < 200 ]با چه احتمالی  -ب 
  را پیدا کنید yباشد احتمال   x=0.1چنانکه  -د        چگالی هاي کناري را بنویسید -ج 
  مستقل هستند yو  xآیا  -ه 

1
500

1
500

1
0

0 25

0

2000

0

0 25

0

2000

dxdy y dx= =∫∫∫
..   الف                 

  1
500

1
500

1
5

1
500 1

0 2

100

200

0 1

0 2

100

200

0 1

0 2

dxdy y dx dx= = =∫∫∫ ∫
.

.

.

.

.

.   ب    

g x( ) /

/

= = ≤ ≤

≤ ≤

∫

∫

1 500 4

1 500

2000

   dy        0 x 0.25

h(y) =     dx =  1 / 2000  0 y 2000

0

0

0.25

 ج    

f  د                           y x f x y
g x

( | ) ( , )
( )

/
= = =

1 500
4

1
2000

 
g(0.1) . h(100)= 4 * 1/2000 = 1/500 
f(0.1,100) = 1/500 
f(0.1,100)=g(0.1)*h(100)       پس مستقل هستند 
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  براي تابع زیر احتمالهاي شرطی را حساب کنید -الف  - 











 ≤≤≤≤+

=
other             0

20  ,  10        
3),(

2 yxxyx
yxf  

fرا بدست آورید و سپس    f(x|y=1) -ب  x y
x

x
( | )=

=

=

∫ 1
0

 را بدست آورید  1

g x x xy dy x y xy x x
y

y
( ) ( )= + = + = +

=

=

∫ 2

0

2 2
2

0

2 2

3 6
2 2

3
 

 

h x x xy dx x x y y
x

x
( ) ( )= + = + = +

=

=

∫ 2

0

2 2 2

0

1

3 3 6
1
3 6

 

f y x f x y
g x

x xy

x x

x y

x
( | ) ( , )

( )
= =

+

+
=

+

+

2

2

3

2 2
3

3

2 2
3

 

f x y f x y
h y

x xy

y( | ) ( , )
( )

= =
+

+

2

3
1
3 6

 

f x y f x
h

x x

y x x( | ) ( , )
( )

( )= = =
+

+
= +1 1

1
3

1
3 6

2
3

2

2  

f x y dx x x x
x

x
( | ) [ ] ( )= = + = + =

=

=

∫ 1 2
3 6

2 1
3

1
6

1
0

1 2 2

0

1

جواب   ب       

صـبح  به یک پمپ بنزین وارد میشوند داراي احتمال ذیل است   و در آمد   7تا  5تعداد اتومبیلهایی که بین سـاعت  
  میباشد   متوسط در آمد را حساب کنید v=2x-1پمپ  

 x 4 5 6 7 8 9= تعداد
f ( x ) 1/12 1/12 1/4 ¼ 1/6 1/6 

 
E(U(x))=∑ U(x)f(x)=(2*4 - 1)*1/12 + ( 2*5 - 1 ) * 1/12 + ( 2* 6 - 1 ) * 1/4 + ( 2*7 - 1 ) *1/4 + ( 2* 8 - 1 ) *1/6 + ( 2 * 9 -1 ) * 1/6 
= 12.67 
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fاگر یک تابع احتمال بصــورت  }    -   x x( ) /= 2 3     -1< x < باشــد متوســط   g(x)= 4x + 3{  باشــد و    2
g(x)    را بدست آورید  

E g x f x g x dx x( ( )) ( ) ( )= =
−− ∫∫

2

1

2

1

2

3
 ( 4x + 3) dx =  8  

  معدنی سه درب دارد  - 
  ساعت به خروجی تونل منتهی میشود 3اول بعد از درب 

  میگرددساعت به محل قبلی بر  5درب دوم بعد از 
  ساعت به محل قبلی بر میگردد 7درب سوم بعد از 

  اگر معدنچی هر بار با انتخاب یکسان درب ها را انتخاب کند بطور متوسط بعد از چند ساعت به محل امن میرسد
E x E x y p yi i( ) ( | ). ( )=  

E x E x y E x y E x y( ) ( | ) ( | ) ( | )= = = =1 2 3 p(y = 1) +  p(y = 2) +   p(y = 3)  
p( y=1 )= 1/3 p ( y=2 )= 1/3 p ( y=3 ) = 1/3 
E(x)= 1/3 [ E(x|y=1)+ E(x|y=2)+ E(x|y=3) ] 
E(x)= 1/3 [ (3) + ( 5+E(x)) + ( 7+ E(x) ) ] 
E(x) = 1 + 5/3 + 1/3 E(x) + 7/3 + 1/3 E(x) 
E(x) = 15 

  را بدست آوریم !!!!! 15=  7+5+3توجه شود میتوانستیم 
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E  امیدهاي ریاضی مخصوص 
  باشد  آنگاه  u(x) = xاگر  - 1

E x E u x u x
xf x

xf x dx

x

Û

( ) [ ( )] ( )
( )

( )
= = =









∑

∫

 

  گویند xبه آن گشتاور مرتبه اول  حول محور مختصات یا میانگین متغیر تصادفی  
uاگر  -2 x x u x( ) ( ( ))= −   باشد آنگاه  2

E x E x u x
x u x f x

x u x f x dx

x

x

x( ) [ ( )]
( ( )) ( )

( ( )) ( )
= − =

−

−


















=

∑
∫

2

2

2
 2σ  

  گویند  xبه آن گشتاور مرتبه دوم حول میانگین و یا واریانس متغیر تصادفی 
  را نشان میدهد  xدر حقیقت میزان پراکندگی حول 

σبه    x  انحراف معیار یا انحراف استاندارد گویند  

σرابطه  x
  بدست آورید  Eرا بر حسب   2

σ x x E x u x E x x u x x E x E x E u x E u x
u x u x u x E x u x E E

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
2

= = − = − = − +

= − + = − = −

var( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))
) ( ). ( ) ( ) ( ) ( )

  +  u  
 E(x  x  x

2

2 2
    

  واریانس همیشه مثبت است
    g(x)واریانس متغیر تصادفی  -3

σ 2
2

g x Var g x
f x

g x E g x f x dx
( ) ( )

( )

( ( ) ( ( ))) ( )
=

−













∑
∫

  =  
(g(x) - E(g(x))) 2

 

 f(x,y)با توزیع احتمال با هم       yو  xکوواریانس بین متغیرهاي تصادفی  -4

[ ]Cov x y E x u y u

x u y u f x y

x u y u f x y dxdy

Cov x y E xy xu yu u u E xy E x u E y u u u
E xy E x E y

xy x y

x y
yx

x x yy

y x x y y x x y

( , ) ( )( )

( )( ) ( , )

( )( ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) )
( ) ( ) ( )

= = − −

=

− −

− −

















= − − + = − − + =

= −

∑∑

∫ ∫

σ

 

  مستقل باشند آنگاه yو  xاگر 
E(xy)=E(x)E(y) 
Cov(x,y)=0 

  توجه شود کوواریانس صفر الزاما به مفهوم استقلال متغیرهاي تصادفی نیست.
 Cov=0مستقل آنگاه  yو  xاگر 

   Cov<0آنگاه  yدر خلاف جهت تغییرات   xات اگر تغییر
   Cov>0آنگاه  yدر هم جهت تغییرات   xاگر تغییرات 
  رابطه بین تغییرات دو متغیر تصادفی را نشان میدهد  Covدر حقیقت 
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E **ضریب همبستگی 

ρ
σ σ
ρ

=

− ≤ ≤

Cov x y
x
( , )
 y

   11
 

  میباشد   p=1رابطه خطی داشته باشند   yو  xاگر 
  میباشد   p= -1رابطه معکوس خطی داشته باشند   yو  xاگر 
  میباشد   p=0رابطه نداشته باشند   yو  xاگر 

E خواص واریانس 
  عدد ثابت باشد aاگر  -1

V a
V ax a V x V ax E ax au a E x u a V x
V ax b a V x
V ax by a V x b V y abCov x y

x x

( )
( ) ( ) ( ) [ ] [ ] ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , )

=

= ⇒ = − = − =

+ =

± = + ±

0

2

2 2 2 2 2

2

2 2

                    

  ثابت کنید 

V x
x

y
y

V x
x

V y
y

Cov x y
x y

p p

( )

( ) ( ) ( , )
σ σ

σ σ σ σ

+ ≥

+ + ≥

+ ± ≥ ⇒ − ≤ ≤

0

2 0

1 1 2 0 1 1

2 2

         

 

  گشتاور اول و دوم  حول محور مختصات قبلا گفته شد
  ام حول مبدا مختصات (مثال : گشتاور اول و دوم  حول محور مختصات ) kگشتاور 

u
x f x

f x dx

k u u

k u E x

x

k

k

x

k

=
















= ⇒ =

= ⇒ =

∑

∫

( )

( )

( )

,

,

1

2
1

2
2

        

       
 

  ام حول میانگین ( مثال : گشتاور اول و دوم حول میانگین ) kگشتاور 

u
x u f x

x u f x dx
k

k
k

k

k
k

k

=
−

−

















∑

∫

( ) ( )

( ) ( )
 

k u E x u E x u u u

k u u u E x E x
k x x x x

x

= = ⇒ − = − = − =

= = = − = −

1 0 0

2 2
2

2 1
2 22

             

     

( ) ( )

( ) ( ), ,σ
 

− ≤ ≤1    1ρ
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E  **نامساوي مارکف 
  یک متغیر تصادفی باشد که مقادیر غیر منفی بخود تخصیص دهد آنگاه xاگر 

p x a E x
a

{ } ( )
≥ ≤  

  اثبات : فرض کنیم

y
x a
x a

x a x
a

x
a

y E x
a

E y
a

E x E y

E y E y p y e y p y p y p y
p x a p x a E y p x a

p x a
a

E x

=
≥
<









≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

= = = + = = = = + =
= + ≥ = ≥ ⇒ = ≥

⇒ ≥ ≤

1
0

1 1

0 0 1 1 0 0 1 1
0 1

1 1

     
     

                    (1)

              (2)

  ,  (2)    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) * ( ) * ( )
* ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

  بیشتر باشد 75قطعه تولید میکند احتمال اینکه تولید هفتگی از  50کارخانه اي بطور متوسط 

p x E x p x p x( ) ( ) ( ) ( )≥ ≤
−

⇒ ≥ ≤ ⇒ ≥ ≤75 50
75

75 50
75

75 2
3

     
ــتر از اعاتی از تولید کارخانه نداریم میتوان گفت که احتمال با وجودیکه هیچ اطلا ــود  75ینکه تولید بیشـ قطعه بشـ

  میباشد 66%

E  **نامساوي چبی شف 
µیک متغیر تصادفی با میانگین  xاگر  Û و واریانسσ Û

  خواهیم داشت k>0باشد آنگاه براي 2

  
p x u k

k

k k p x u k
k

x

x

[| | ]

[| | ]

− ≥ ≤

→ ⇒ − ≥ ≤

σ

σ σ

2

2

2

1
 

)اثبات میدانیم  )x ux− یک متغیر تصــادفی با مقادیر غیر منفی اســت حال با توجه به نامســاوي مارکف میتوان   2
  نوشت

p x a E x
a

p x a E x
a

a k x x u

p x u k E x u
k

p x u k
k

k k p x u k
k

x

x
x

x

x

( ) ( )

( ) ( )

(( ) )
( )

(| | )

(| | )

≥ ≤

≥ ≤

→ → −

− ≥ ≤
−

⇒ − ≥ ≤

→ ⇒ − ≥ ≤

2 2
2

2

2

2 2
2

2

2

2
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ــد ، احتمال اینکه تعداد تولید بین  25و واریانس  50قطعات تولیدي کارخانه اي داراي میانگین  دتعدا و  40میباشـ
  باشد چقدر است 60

σ

σ

σ

x x

x

x x

u k k

p x u k
k

p x u k x u k
k

p x x

p x x p x p x

2

2

2

2

2

25 50 50 40 60 50 10

50 10 50 10 25
100

60 40 0 25 40 60 1 0 25 40 60 0 75

= = = − = = − =

− ≥ ≤

− ≥ − − ≥ ≤

− ≥ − ≤ − ≤

≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ − ⇒ ≤ ≤ ≤

, ,

[| | ]

( , ( ) )

( , )

( , ) . ( ) . ( ) .     

 

  را با شرط زیر داشته باشیم  f(x)اگر 

f x( ) =
≤ ≤












1
10

        0 x 10

0                else
 

pآنگاه مقدار   x[| | ]− ≥5   را بدست آورید   4
  طریق اول

E x xf x dx x dx x

E x E x

E x x f x dx x dx x

E x

V x E x E x x

p x
k

p x

p x

( ) ( ) ]

( ) ( )

( ) ( ) ]

( )

( ) ( ) ( )

[| | ] [| | ] /

[| | ] .

= = = =

= ⇒ =

= = = = =

=

= − = − = =

− ≥ ≤ ⇒ − ≥ ≤ ⇒

− ≥ ≤

∫∫

∫ ∫

1
10 20

5

5 25
1

10 30
1000

30
100

3
100

3
100

3
25 75

3

5 4 5 4 25 3
4

5 4 052

2

0
10

0

10

0

10

2

2 2

0

10 2
2

0
10

0

10

2

2 2 2

2

2 2

σ

σ              

 

 

  روش دوم
p x p x x p x x p x p x

dx dx

p x

[| | ] [( ) ( ) ] [ , ] [ ] [ ]

( ) ( ) .

[| | ] .

− ≥ = − ≥ − − ≥ = ≥ ≤ = ≥ + ≤

= + = − + − =

− ≥ ≤

∫ ∫

5 4 5 4 5 4 9 1 9 1
1

10
1

10
1

10
10 9 1

10
1 0 0 2

5 4 0 2
9

10

0

1

  ,   

 

 

  سؤال : چرا دو روش مساوي نشد
 در فضاي حدي از نامساوي چبی شف استفاده میشود
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   lead time  روز طول میکشد 8تخمین میزند که از لحظه سفارش تا رسیدن جنس مدیر انباري 
ــت و از نحوه تابع توزیع  1.5انحراف معیار این تخمین   8/9را نمیدانیم ، اگر حداقل با احتمال  lead timeروز اسـ

  بخواهیم جنس در انبار باشد چند روز قبل سفارش بدهیم
  را حساب کرد 8/9-1بزرگتر مساوي باید  براي استفاده از حداقل یعنی علامت

E x x

p x u k
k

k k

p x x

x
x

x

( ) .

[| | ]

[| | * . ] | | * .

= =

− ≥ ≤

− = = ⇒ =

− ≤ ≥ ⇒ − ≤

− > ⇒ ≤ ⇒ ≤
− < ⇒ ≤ ⇒ ≥

≤ ≤

8 15
1

1 8
9

1
9

3

8 3 15 1
9

8 3 15

8 0
8 0

2

2

   ,    

    

     

    x - 8 3*1.5   x 12.5
    - (x - 8) 3*1.5   x 3.5

3.5 x 12.5

σ

σ

 

E  : توابع متغیر تصادفی 
  هم یک متغیر تصادفی است  yباشد   y=u(x)متغیر تصادفی باشد آنگاه  xاگر 

]

y u x x x y

G y f Y y p x y P x y p y x y

G y f x F x F y F y

G y dG y
dy

dF y
dy

dF y
dy

y f y y f y

G y
f y

y
f y

y

y

y

y

y

= = ⇒ =

= ≤ = ≤ = ≤ = − ≤ ≤

= = = − −

= = −
−

= − −

= −
−

−
−

− −

∫

( )

( ) ( ) ( ) (| | ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2

1
2

1 1
2
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2

1
2
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yاگر یک تابع توزیع بصورت ذیل باشد و  x=   را بدست آورید.   g(y)بع توزیع باشد آنگاه تا 2

f x
x

( ) =
− ≤ ≤












1
2

1 1

0

    

             other
 

  حل :
yاست پس   -1و 1پیوسته و بین    xچون  x=   است  1و    0پیوسته و بین  2

]

G y p Y y p x y p y x y

G y f x dx dx x y

g y dG y
dy

y
y

x y x y x y

y

y

y

y

y
y

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

= ≤ = ≤ = − ≤ ≤

= = = =

= =
≤ ≤















= = = − = = =

− − −∫ ∫

2

1
2

1
2

1
2

0 1

0
1 1 1 1 0 0

     

              other
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E  **قضیه حد مرکزي 

 تایــــــــی   nیک نمونه تصادفی     2σو واریانس معلوم  µعضوي با میانگین معلوم   nاگر از یک جمعیت -1
)30( fn   یکی یکی و بـا عمل جایگزینی انتخاب کنیم آنگاه میانگین نمونه اي یعنی      تقریبا داراي توزیع نرمال

µµبا میانگین       =x                    و واریانس
nx

2
2 σ

σ و انحراف معیار             =
nx

2σ
σ   خواهد بود  =

و متغیر تصادفی 
n

xz x
2σ

µ−
  داراي توزیع نرمال استاندارد میباشد =

  
ــادفی     -2 انتخاب کنیم آنگاه متغیر  n<30تایی با   nاگر از یـک جمعیـت نرمـال با واریانس مجهول یک نمونه تصـ

  تصادفی  

n
s

xt
2

µ−
ــت که در آن     n-1با  tداراي توزیع  = میانگین جمعیت     µمیانگین نمونه  و  xدرجه آزادي اسـ

  انحراف معیار نمونه میباشد.  S        و    
)30( تایــــــــــــــــــی   nیک   نمونه تصادفی   p    اگر در یک جمعیت دوجمله اي با احتمال پیروزي  -3 fn 

آنگاه احتمال پیروزي در نمونه  یعنی   یکــی یکی  انتخاب کنیم (در دو جمله اي همیشه  با عمل جایگزینی است )
∧

p تقریبا داراي توزیع نرمال با میانگینppE
p

==
∧

∧ )(µ و واریانس
n

pp
p

)1(2 −
=∧σ خواهد بود  

نکته : چون یک توزیع پیوسـته به گسـسته تقریب زده میشود در موارد کوچکتر  نصف واحد یعنی   
n2

اضافه و در  1

موارد بزرگتر  نصف واحد یعنی 
n2

  اضافه کم میشود 1
  نکته : آزمایش برنولی مستقل از هم است یعنی با جایگزینی است

E  توزیع نرمال : دومحالت 
تعداد نمونه   –  σجمعیت مشــخص  انحراف معیار – µمیانگین جمعت مشــخص –تعداد حمعیت نا مشــخص 

  از نمونه   mیک سوال احتمال   - nمشخص
)

/
()(        )

//
()(           ),(~

222

2

n
mzpmxp

n
x
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xpmxpnNx xxx
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−
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ــازي ادعا میکند که طول عمر لامپهایش   ــت از این کارخانه یک  150با انحراف معیار  1280کارخانه لامپ سـ اسـ
  عمر کند چقدر است؟ 1300انتخاب میکنیم احتمال اینکه این لامپها  بیشتر از تایی لامپ  100نمونه 

ــادفی  σ=150و   µ=1280از جمعیتی بـا میـانگین    تایی انتخاب میکنیم احتمال  n=100یـک نمونه تصـ
)1300(اینکه  >xp باشد چقدر است  

0918.09082.01)33.1(1)33.1(

)
100/150

12801300

/
()1300(

)100
150,1280(~

),(~

22

2

2

=−=≤−=>

−
>

−
=>

zpzp
n

x
pxp

Nx
nNx

x

σ

µ

σµ

 

ــازي ادعا میکند که طول عمر لامپهایش   ــت از این کارخانه یک  150با انحراف معیار  1280کارخانه لامپ سـ اسـ
  عمر کند چقدر است؟ 1300تایی لامپ انتخاب میکنیم احتمال اینکه این لامپها  بیشتر از  25نمونه 

ــادفی s=150و   µ=1280از جمعیتی با میانگین  تایی انتخاب میکنیم احتمال اینکه  n=25یک نمونه تصـ
)1300( >xp باشد چقدر است  

0.260.74-1)67.0(        74.0       67.0)24(
)67.0(1)67.0(

)
25/150

12801300

/
(

)24(~
/

22

2

==>⇒=⇒=

≤−=>

−
>

−

−

tppt
zptpازجدول

ns
xp

t
ns

x

p

µ

µ

 

ــطر  اول جدول   0.67درجه آزادي و از داخل   جدول براي  n-1=25-1=24با  tموارد فوق ازجدول توزیع  و در س
  حاصل شد 0.74عدد احتمال  
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E  توزیع نرمال : سومحالت 
  از نمونه   mیک سوال احتمال   - nتعداد نمونه مشخص  – pاحتمال در حمعیت  مشخص

)
)1(

(         )
)1(

ˆ
)1(

ˆ
()ˆ(

n
pp

pmzP

n
pp

pp

n
pp

ppPmpP
−

−
<

−

−
<

−

−
=<

  تایی از این کارخانه خریداري شود  400از تولیداتش معیوب است  اگر یک محموله  %2کارخانه تلوزیون سازي 
  یا بیشتر از تولیداتش معیوب باشد چقدر است %3اینکه الف ) احتمال 

  یا کمتر از تولیداتش معیوب باشد چقدر است  %2ب ) احتمال اینکه 

5714.0)18.0()

400
98.0*02.0

02.002125.0(

)02125.0ˆ()00125.002.0ˆ()02.0ˆ(
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400
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)1(

ˆ
(
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)00125.003.0ˆ()03.0ˆ(

00125.0
400*2
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2
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E  **برآورد فاصله اي 
  در سمت چپ منحنی باشد   α/2در سمت راست منحنی و   α/2یک است اگر  1سطح زیر منحنی 

  است  −αZ/2و   αZ/2بین   zدرصد مطمئن هستیم که   α−1بنابراین 

ασµσ

α
σ

µ
α

αα

αα

αα

−=+<<−

−=<
−

<−

−=<<−

1)/||/||(

1|)|
/

||(

1|)|||(

2
2/

2
2/

2/22/

2/2/

nZxnZxP

Z
n

xZP

ZZZP

 

nZxدرصــد مطمئن هســتیم میانگین جمعیت بین    α−1بنابراین  /2
2/ σα−    وnZx /2

2/ σα+
  است

  مثلاً براي جمعیت دو جمله اي
ααα −=−+<<−− 1)/)ˆ1(ˆ||ˆ/)ˆ1(ˆ||ˆ( 2/2/ nppZppnppZpP  

  
  استفاده میکنیم    Sمعلوم نبود از   σنکته : اگر در مواردي  

E حل مسائل برآورد فاصله اي 
و یک عدد بعنوان فاصله اطمینان میدهند که بعنوان  p̂مشـخص میشـود  در نمونه در مسـئله یک احتمال  برنولی : 

α−1   2در نظر گرفته سـپس/α   محاسـبه و از جدولZ  2مربوط به/α   پیدا کرده آنگاه جواب مسـئله بصورت
  زیر است

nppZp

nppZp

/)ˆ1(ˆ||ˆ

/)ˆ1(ˆ||ˆ

2/

2/

−+

−−

α

α  

مشـخص میشـود و یک عدد بعنوان فاصله اطمینان    σو انحراف معیار از نمونه xدر مسـئله یک میانگین  نرمال : 
ــپس  α−1میدهند که بعنوان  ــبه و از جدول  α/2در نظر گرفته سـ پیدا کرده آنگاه  α/2مربوط به  Zمحاسـ

  جواب مسئله بصورت زیر است

nZx

nZx

/||

/||
2

2/

2
2/

σ

σ

α

α

+

−  

نفر اظهار داشـــتند که بنفع  59نفري از راي دهندگان انتخابات ریاســـت جمهوري انتخاب شـــدند  100یک نمونه 
  راي میدهند حساب کنید  Aبراي نسبت افرادي که به کاندید      %95راي میدهند فاصله اطمینان  Aکاندید     

59.0100/59ˆ     100      96.1
025.02/      95.01

025.0 ====
==−

pnZ
αα

 

496.0         و684.0
59.096.159.0*100/41.0       و59.096.159.0*100/41.0

1)/)ˆ1(ˆ||ˆ/)ˆ1(ˆ||ˆ( 2/2/

+−

−=−+<<−− ααα nppZppnppZpP

 

  راي میدهند  Aمردم  به کاندید     %50اظهار داشت که بیش از  %95بنابراین میتوان با اطمینان 
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E  **: آزمون فرضها 
  میخواهیم بحث قبول یا رد فرض صفر را بررسی کنیم   

  را مساوي آن مقدار در مسئله قرار میدهیم 0Hمشابه خواسته مسئله در نظر میگیریم و فرض   αHفرض 

||علامـت کوچکتر بود آنگــاه اگر   αHاگر در فرض  -1 αZZ را  رد میکنیم و   0Hبود فرض  >−
  نداریم  0Hمیشویم          وگرنه اعلام میکنیم دلیلی بر رد  αHپذیراي فرض مقابل یعنی 

||علامت بزرگتر بود آنگاه اگر  αHاگر در فرض  -2 αZZ را  رد میکنیم و پذیراي   0Hبود فرض  <+
  نداریم  0Hمیشویم          وگرنه اعلام میکنیم دلیلی بر رد  αHفرض مقابل یعنی 

E حل مسائل آزمون فرضها 
در نظر  αو  یک عدد  بعنوان  0µو میانگین ادعا Sو انحراف معیار جمعیت xدر مسئله  میانگین جمعیتنرمال : 

از  Zپیدا کرده و یک  αمربوط به  Zگرفته سپس  از جدول 
ns

x

/2

0µ−   در جدول بدست آورده و آنگاه جواب مسئله

 طبق شرایط فوق مقایسه میکنیم
 Zدر نظر گرفته سپس  از جدول  αو  یک عدد  بعنوان  0pو  میانگین ادعاpبرنولی : در مسـئله  احتمال نمونه  

از  Zپیدا کرده و یک  αمربوط به 
npp

pp
/)1( 00

0

−

طبق شرایط مسدله  Zدر جدول بدسـت آورده و آنگاه این دو  −

 و شرایط آزمون در فوق مقایسه میکنیم
 

سانتیمتر میباشد آیا میتوان ادعا   15.5سـانتیمتر و انحراف معیار   89.2کودك میانگین  50در آزمایش طول قامت 
در نظر میگیریم   0.05سانتیمتر است ( هر وقت آلفا مشخص ندادند مقدارش  90کرد طول قامت کودکان کمتر  از 
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      Z                    
50
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αZZچون  ــت  اعلام میکنیم دلیلی بر رد  >− را پـذیرفت پس   αHنـداریم  یعنی نمیتوان فرض    0Hنیسـ
  است 90نمیتوان گفت قامت کوچکتر از 
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ساعت  1280تایی میانگین عمرشــان  100سـاعت در یک نمونه   142لامپهاي سـاخت کارخانه اي با انحراف معیار  
ساعت بیشتر است  1200شـد صاحب کارخانه ادعا میکند که با همین اطلاعات میانگین عمر لامپهاي اي کارخانه از  

  در نظر میگیریم )  0.05ادند مقدارش آیا میتوان ادعاي او را قبول یا رد کرد ؟ ( هر وقت آلفا مشخص ند

)63.5()645.1(   صحیح
645.1  

95.005.01)(

63.5

100
142

12001280x
      Z                    

100
142

1200:H
2001   :H

142s         1280      100
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αZZچون  ــد فرض  <+ ــویم یعنی بله ادعاي  αHرا  رد میکنیم و پذیراي فرض مقابل یعنی   0Hمیباشـ میشـ
  صاحب کارخانه میتواند درست باشد

حساس در  %90صـاحب یک کارخانه داروسـازي ادعا میکند که داروي ضـد حساسیت این کارخانه در مورد بیش از    
  ساعت پس از مصرف دارو نتیجه مثبت میدهد   8مدت 

نفر بهبود یافتند آیا این داده  160نفري آدمهاي حسـاس  انتخاب کردیم و دارو را استفاده نمودند و   200یک نمونه 
  )α=01.0ی ارائه میدهد که ادعاي صاحب کارخانه غلط است ؟ (ها  دلیل کاف

  توجه شود که چون صورت مسئله خلاف نظر صاحب کارخانه  خواسته علامت کوچکتر استفاده میشود

)72.4()33.2(   صحیح
33.2  

99.001.01)(

72.4

200
)9.01(9.0

9.08.0      Z                    
200
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αZZچون  ــد فرض  >− ــویم   یعنی بله ادعاي  αHپذیراي فرض مقابل یعنی را  رد میکنیم و   0Hمیباش میش

  صاحب کارخانه میتواند غلط باشد
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E مدل مهره و جعبه 
مهره درون جعبه قرار دهیم  Rمهره  داشــته باشــیم و بخواهیم این   Rجعبه متمایز داشــته باشــیم و اگر     Nاگر 

  حالتهاي زیر بوجود میاید
  
  

E 1-  مهره مکرر مجاز متمایزمهره 
RNNNNNRNC == *......**),(  

 باشد یا نباشد  R < N در این حالت اهمیتی ندارد که 
  

به چند طریق میتوان دو مهره درون سه   Bو    A   سـه ظرف رنگی مشـخص سـبز و قرمز و آبی داریم و دو مهره    
  ظرف چید که مهره مکرر مجاز باشد

93)2,3( 2 ==C  
B A   B A - - AB سبز 
  B A A B - AB - قرمز 
A B A B - - AB - - آبی 
9 8 7 6 5 4 3 2 1 - 

  
  

E 2- مهره مکرر غیرمجاز مهره متمایز 

)!(
!)1(*)......2(*)1(*),(
RN

NRNNNNRNC
−

=+−−−=  

  این حالت همان ترتیب میباشد  
  باشد     R <= Nدر این حالت باید 

  

به چند طریق میتوان دو مهره درون سه   Bو    A   سـه ظرف رنگی مشـخص سـبز و قرمز و آبی داریم و دو مهره    
  ظرف چید که مهره مکرر غیر مجاز باشد

  

6
)!23(

!3)2,3()2,3( =
−

== PC  

   B A   B A سبز 
     B A A B قرمز 
   A B A B - - آبی 
- - - 6 5 4 3 2 1 - 
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E 3- مهره مکرر غیرمجاز مهره غیرمتمایز 

!)!(
!),(

RRN
N

R
N

RNC
−

=







=  

  این حالت شبیه حالت ترکیب میباشد
  باشد     R <= Nدر این حالت باید 

به چند طریق میتوان دو مهره درون سه   Aو    A   سـه ظرف رنگی مشـخص سـبز و قرمز و آبی داریم و دو مهره    
  ظرف چید که مهره مکرر غیر مجاز باشد

3
!2)!23(

!3)2,3( =
−

=C  

      A  A سبز 
       A A قرمز 
      A A - آبی 
- - - - - - 3 2 1 - 

  

E 4- مهره مکرر مجاز مهره غیرمتمایز 









−

−+
=







 −+
=

1
11

),(
N

RN
R

RN
RNC  

  باشد   R > Nدر این حالت میتواند 
مهره مشابه درون   Rخط عمودي تشـکیل میدهد و    N+1جعبه بیکدیگر میچسـبانیم که    Nشـبیه اینکه بگوییم  

مهره مشابه درون  Rخط عمودي وجود دارد و   N-1   این جعبه ها جا دهیم   چون خط اول و آخر ثابت است پس 
  آنها بچینیم

          
          

به چند طریق میتوان دو مهره درون سه   Aو    A   سـه ظرف رنگی مشـخص سـبز و قرمز و آبی داریم و دو مهره    
  ظرف چید که مهره مکرر مجاز باشد

6
!2)!24(

!4
2

123
)2,3( =

−
=







 −+
=C  

     AA A  A سبز 
    AA   A A قرمز 
   AA   A A - آبی 
- - - 6 5 4 3 2 1 - 
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E مثالهایی از احتمال شرطی 

 بخش پذیر باشد چقدر است  3بر  تاس را پرتاب میکنیم مشاهده میشود عدد زوج است احتمال اینکه
  روش اول (کلی)

3

1

6/3

6/1

)(

)(
)|(

}6{

}6,3{

}6,4,2{

}6,5,4,3,2,1{

==
∩

=

=∩

=

=

=

BP

BAP
BAp

BA

A

B

S

 
� )( هرچند براي این مثال این روش ساده تر است ولی براي مسائل پیچیده این روش مناسب نیست روش دوم = {2,4,6}        ��� = {6} 

(���)�  کل اعداد زوج سه تا است و یکی از آن سه تا بر سه بخش پذیر است = 13 

 تمرین
  )2/1بخش پذیر است احتمال اینکه عدد زوج باشد چقدر است؟(  3تاس را پرتاب میکنیم مشاهده میشود  بر 

  گوي سیاه است 7گوي قرمز و  5ظرفی محتوي 
  از درون ظرف دو گوي را یکی یکی بدون جایگزینی بیرون میاوریم

  چقدر استالف ) احتمال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم سیاه باشد 
 ب ) احتمال اینکه یک گوي قرمز و یک گوي سیاه باشد چقدر است

  الف ) ترتیب اهمیت دارد
)11/7).(12/5()1|2().1()21( ==∩ RBPRPBRP  

  ب ) ترتیب اهمیت ندارد     چون در حالت ب دو پیش آمد ناسازگارند با هم جمع میشوند   

)]11/5).(12/7[()]11/7).(12/5[()|().()|().(

)()()21()21()]21()21[(

)()()()()()(

+=+

=∩+∩=∩+∩=∩∪∩

+=∩−+=∪

BRPBPRBPRP

RBPBRPRBPBRPRBBRP

BPAPBAPBPAPBAP
 

  ضرب کنیم  2میتوانستیم یک حالت بدست آورده در 
  ب ) براي حالت ب میتوانستیم از فرمول ترکیب استفاده کنیم

 

از درون ظرف ســـه گوي را یکی یکی بدون جایگزینی بیرون .  گوي ســـیاه اســـت 7گوي قرمز و  5ظرفی محتوي 
ب ) احتمال .  مال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم ســیاه و گوي ســوم قرمز باشــد  چقدر اســتالف ) احت.  میاوریم

 ؟اینکه دو گوي قرمز و یک گوي سیااه باشد چقدر است
  الف ) ترتیب اهمیت دارد

)10/4).(11/7).(12/5()321( =∩∩ RBRP  
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   ب ) ترتیب اهمیت ندارد       چون در حالت ب دو پیش آمد ناسازگارند با هم جمع میشوند 
)]10/4)].(11/7).(12/5.[(3)(*3)or    or   ( == RBRPBRRRRBRBRP  

  ب ) براي حالت ب میتوانستیم از فرمول ترکیب استفاده کنیم
 

  یک سکه دو بار پرتاب میکنیم احتمال اینکه دفعه اول شیر و دفعه دوم خط بیاید چقدر است
  چون دومی مستقل از اولی است

4/1)2/1).(2/1()().()|().()( ====∩ TPHPHTPHPTHP  

سکه نقره    3سکه طلا و  3کشـو دوم داراي       سکه نقره 7سکه طلا و  5کشو است کشو اول  3میزي داراي 
سکه نقره میباشد    یک کشو بتصادف انتخاب و یک سکه بیرون کشیدیم مشاهده  2سکه طلا و  9کشـو سوم داراي  

  باشد چقدر استشد طلا است    احتمال اینکه از کشو دوم 
5G,7S  3G,3S  9G,2S 
E1=پیش آمد انتخاب کشو اول E2=پیش آمد انتخاب کشو دوم E3=پیش آمد انتخاب کشو سوم 
A=پیش آمد سکه طلا 

=
++

=

↓+↓+↓
↓

=↓

)11/9)(3/1()6/3)(3/1()12/5)(3/1(
)6/3)(3/1(

)3().3()2().2()1().1(
)2().2()2(

EAPEPEAPEPEAPEP
EAPEPAEP  

  در هفته آینده بدلیل تعمیرات یک واحد از پنج واحد نیروگاهی در مدار است ( خروج واحد یعنی خاموشی )
  روز هفته آینده مناسبتهایی در سطح شهر است که اهمیت محاسبه احتمال خاموشی را نیاز داریم پنج

  %40در روز یکشنبه و سه شنبه احتمال خروج واحد     %70در روز  شنبه احتمال خروج واحد 
  میباشد   %20در روز دوشنبه و چهار شنبه احتمال خروج واحد 

  خاموشی بوجود آمده  احتمال اینکه این روز دوشنبه باشد چقدر استدر یک روز در هفته آینده مشاهده شد 

=
++++

=

↓+↓+↓+↓+↓
↓

=↓

====

)2.0)(2.0()4.0)(2.0()2.0)(2.0()4.0)(2.0()7.0)(2.0(
)2.0)(2.0(

)4().4()3().3()2().2()1().1()0().0(
)2().2()2(

2.05/1......)1()0(

EAPEPEAPEPEAPEPEAPEPEAPEP
EAPEPAEP

EPEP  
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 کامپیوتر و توابع اکسل و آمار و احتمالات
 

 ( محدوده)AVERAGE=  تابع میانگین حسابی
 ( تعداد موفقیت,تعدادآزمایش)COMBIN=  ترکیب

مقدار , احتمال موفقیت, تعداد آزمایش , تعدادموفقیت)BINOMDIST=  تابع محاسبه دو جمله اي
 ( منطقی

  بار پرتاب شود  30را بدنبال دارد اگر این سکه  %50پرتاب یک سکه دو احتمال 
  شیر حاصل شود چقدر است 12کل تعداد حالات که 

86493225
!12)!1230(

!30

12

30
=

−
=








 

=COMBIN(30,12)= 86493225 
  ) FALSEبار شیر بیاید چقدر است ( مقدار منطقی  12احتمال اینکه 

08.012305.0125.0
12

30
)12( =−== 








xP  

=BINOMDIST(12,30,0.5,FALSE)=0.08 
  ) TRUEبار شیر بیاید چقدر است( مقدار منطقی  12احتمال اینکه حداکثر 

18.0
12

0
305.05.0

30
)12( =∑

=
−=≤ 








x

xx
x

xP  

=BINOMDIST(12,30,0.5,TRUE)=0.18 

E  
 (  مجموعه مستقل   ,  مجموعه وابسته )intercept=  همبستگیتابع محاسبه ضریب 

  ضریب همبستگی بین دو سري اعداد زیر بدست آورید
x = 1,3,4,6,8,9,11,14 
y = 1,2,4,4,5,7,  8,  9 

bxayxbya

n
ix

ix

n
iyix

iyix
b

bxay

+=⇒−=
∑

−∑

∑∑
−∑

=

+=

               ,       2)(2

 

y = a+bx 
b = 7/11=0.636 
Xavg=7 
Yavg=5 
a = 5-(7/11)*7=6/11 
y = 6/11+(7/11)x 
y=0.545+0.637x 

 آنگاه b8تا  b1را از  yنوشته و سري وابسته   a8تا  a1را از  xاگر سري مستقل 
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=intercept(b1:b8; a1:a8)=0.545 
 

E  
 (  اندازه نمونه ,  انحراف معیار  ,  آلفا)confidence=  تابع محاسبه فاصله میانگین جامعه

  فاصله اطمینان میانگین جامعه را حساب کنید  50نمونه و اندازه  2.5و انحراف معیار  %5با آلفا 
  اطمینان است %95یک منهاي آلفا بیانگر 

  
=confidence(0.05,2.5,50)=0.69 

E  
ــبه توزیع دو جمله اي تجمعی   تـابع محاسـ

  مشروط
=critbinom( آلفا ,  احتمال موفقیت  ,  تعداد تلاشها  ) 

بگوییم شیر بیاید  %75میباشد براي اینکه با اطمینان  %50احتمال شیر در هر بار بار پرتاب میکنیم  10سـکه اي را  
  حداقل چند پرتاب کنیم

=critbinom (10,0.5,0.75)=6 
 

E  
 (محدوده) var=  تابع محاسبه واریانس نمونه

  
1,3,4,6,8,9,11,14 
=var(1,3,4,6,8,9,11,14 )=18.85 

E  
 (محدوده) varp=  تابع محاسبه واریانس جامعه

  
1,3,4,6,8,9,11,14 
=varp(1,3,4,6,8,9,11,14 )=16.5 
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  گوي سیاه است تمام گویها شماره گذاري شده است 2گوي قرمز و  3ظرفی محتوي پنج گوي  
  ازدرون ظرف یک گوي را بیرون میاوریم

  بودن؟ 2الف ) احتمال قرمز بودن؟   ب ) احتمال قرمز شماره 
  گوي را یکی یکی بدون جایگزینی بیرون میاوریماز درون ظرف دو 

  ج)احتمال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم سیاه باشد چقدر است
  باشد 1و گوي دوم سیاه شماره  2د) احتمال گوي اول قرمز شماره

  ه) احتمال اینکه یک گوي قرمز و یک گوي سیاه باشد
  باشد 1شماره و یک گوي سیاه  2و) احتمال اینکه یک گوي قرمز شماره 

از درون ظرف یک گوي بیرون آورده و به آن نگاه کرده بداخل ظرف باز میگردانیم سپس گوي دوم را بیرون میاوریم 
  و نگاه میکنیم ( با جایگزینی )

  ح)احتمال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم سیاه باشد چقدر است 
  باشد 1و گوي دوم سیاه شماره  2ط) احتمال گوي اول قرمز شماره

  ي) احتمال اینکه یک گوي قرمز و یک گوي سیاه باشد
  باشد 1و یک گوي سیاه شماره  2ك) احتمال اینکه یک گوي قرمز شماره 

  
  بدون جایگزینی

 الف ) احتمال قرمز بودن 

5/3

}3,2,1{

}2,1,3,2,1{

=

=

=

P

RRRA

BBRRRS

 

 
  2ب)احتمال قرمز بودن شماره 

5/1

}2{

}2,1,3,2,1{

=

=

=

P

RA

BBRRRS

 

  یکی بدون جایگزینی بیرون میاوریمج)از درون ظرف دو گوي را یکی 
S={G1G2,G1G3,G1B1,G1B2 G2G1,G2G3,G2B1,G2B2       
G3G1,G3G2,G3B1,G3B2 B1G1,B1G2,B1G3,B1B2       B2G1,B2G2,B2G3,B2B1
 } 
S=20 

  احتمال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم سیاه باشد چقدر است
    GBاز روي  دو مجموعه فوق کلیه حالتهاي 

A={G1B1,G1B2,G2B1,G2B2,G3B1,G3B2} 
A=6 
P(A)=(A/S)=6/20=3/10 

  روش دیگر
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P(RandB)=(3/5)(2/4)=6/20=3/10 

  باشد 1دومی سیاه شماره  2د) احتمال اولی قرمز شماره 
  از روي دو مجموعه فوق

A={R2B1} 
A=1 
P(A)=A/S=1/20=0.05 

  راه  دیگر
P(R2andB1)=(1/5).(1/4)=1/20 
 

  ه ) احتمال اینکه یک گوي قرمز و یک گوي سیاه باشد
  از روي مجموعه فوق

A=12 
A={R1B1,R1B2,R2B1,R2B2,R3B1,R3B2,B1G1,B1G2,B1G3,B2G1,B2G2,B2G3} 
P(A)=A/S=12/20=0.6 

  راه دیگر
P(RandB) U P(BandR)=(3/5)(2/4)+(2/5)(3/4)=12/20 

  روش دیگر  ( ه )

)]4/3).(5/2[()]4/2).(5/3[()|().()|().(

)()()()()]()[(

)()()()()()(

+=+

=∩+∩=∩+∩=∩∪∩

+=∩−+=∪

BRPBPRBPRP

RBPBRPRBPBRPRBBRP

BPAPBAPBPAPBAP

 

  ضرب کنیم  2انستیم یک حالت بدست آورده در میتو
  روش دیگر ( ه ) براي حالت ه میتوانستیم از فرمول ترکیب استفاده کنیم



























2

5

1

2

1

3

 

  
  باشد 1و یک گوي سیاه شماره  2و) احتمال یک گوي قرمز شماره 

  از روي مجموعه فوق
A={R2B1,B1R2} 
A=2 
P(A)=A/S=2/20=0.1 

  روش دیگر
P(R2andB1) U P(B1andR2) = (1/5).(1/4) + (1/5).(1/4)=2/20=1/10 
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  با جایگزینی

  از درون ظرف دو گوي را یکی یکی با جایگزینی بیرون میاوریم
S={ G1G1,G1G2,G1G3,G1B1,G1B2 G2G1,G2G2,G2G3,G2B1,G2B2       

G3G1,G3G2,G3G3,G3B1,G3B2 B1G1,B1G2,B1G3,B1B1,B1B2       
B2G1,B2G2,B2G3,B2B1,B2B2 } 

  ز)احتمال اینکه گوي اول قرمز و گوي دوم سیاه باشد چقدر است
  از روي مجموعه فوق

A={G1B1,G1B2,G2B1,G2B2,G3B1,G3B2 } 
A=6 
P(A)=6/25 

  روش دیگر
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P(RandB)=(3/5)(2/5)=6/25 
 
 

  باشد 1 و دومی سیاه شماره 2د) احتمال اولی قرمز شماره 
A={R2B1} 
A=1 
P(A)=A/S=1/25=0.04 

  روش دیگر
P(R2andB1)=(1/5).(1/5)=1/25 
 

  ه ) احتمال اینکه یک گوي قرمز و یک گوي سیاه باشد
A={G1B1,G1B2,G2B1,G2B2,G3B1,G3B2,B1G1,B1G2,B1G3,B2G1,B2G2,B2G3} 
A=12 
P(A)=A/S=12/25=0.48 

  روش دیگر
P(RandB) U P(BandR)=(3/5)(2/5)+(2/5)(3/5)=12/25 

  روش دوم ه

)]5/3).(5/2[()]5/2).(5/3[()|().()|().(

)()()()()]()[(

)()()()()()(

+=+

=∩+∩=∩+∩=∩∪∩

+=∩−+=∪

BRPBPRBPRP

RBPBRPRBPBRPRBBRP

BPAPBAPBPAPBAP

 

  ضرب کنیم  2میتوانستیم یک حالت بدست آورده در 
  باشد 1یک گوي سیاه شماره  2و) احتمال یک گوي قرمز شماره 

A={R2B1,B1R2} 
A=2 
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P(A)=A/S=2/25=0.08 
  روش دیگر

P(R2andB1) U P(B1andR2) = (1/5).(1/5) + (1/5).(1/5)=2/25=0.08 
  
 

E فرمولهاي احتمال در مجموعه ها 

P(B)-P(A)B)-P(A       

)()()(

)().()(       

)()()()(

)()()()(

)'()()(

)(1)'(
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=⊂
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E   ( نمونه سوال و حل آنها 

  نفر از داتشجویان و فراوانی آنها داده شده.   19در جدول زیر نمرات 
  چقدر است 72صدك  –ج     نما چه عددي است -ب  میانه چه عددي است –الف 
  واریانس و انحراف معیار چقدر است  ( دورقم اعشار) –ه   است ( دورقم اعشار)میانگین چه مقدار  -د

9  11  12  13  14  16  18  iX داده  
1  1  2  4  5  4  2  if  فراوانی  

  حل : داده ها از چپ به راست منظم و مرتب میکنیم
18  16  14  13  12  11  9  iX داده  
2  4  5  4  2  1  1  if  فراوانی  

19  17  13  8  4  2  1 Fi   تجمعیفراوانی  
  میباشد   M=14  داده ه در اینجا  است بیشتر از دیگر داده ها داراي فراوانی آن   fi (مود) داده اي که نما –نما 

باید وسـط صف منظم داده ها مشخص کنیم چون داده ها داراي فراوانی است نوشتن تمام آنها (نوشتن تمام   –میانه 
��  داده)  جدول بزرگتري میخواهد که بهتر است از فرمول استفاده کنیم 19 = ∑ ��� = ��� = 9.5      è  در سطر Fi è 9.5+ è Fi= 13 è m=14 

  اده ها پیوسته بود از فرمول زیر استفاده میکردیماست  اگر د  i=3است و در طبقه  14میانه 
�  کران پایین میباشدLiفاصله طبقات و Cمیشد و  np=19*(1/2)=8.5که در آن  = �� + ��������� ∗ �= 

̅� محاسبه میانگین = ∑ �� ∗ ��∑ �� = (18 ∗ 2) + (16 ∗ 4) + (14 ∗ 5) + (13 ∗ 4) + (12 ∗ 2) + (11 ∗ 1) + (9 ∗ 1)1 + 1 + 2 + 4 + 5 + 4 + 2 = 26619= 14 �� = ∑(� − �̅)���∑ ��  �� == (9 − 14)� ∗ 1 + (11 − 14)� ∗ 1 + (12 − 14)� ∗ 2 + (12 − 14)� ∗ 2 + (13 − 14)� ∗ 4 + (14 − 14)� ∗ 5 + (16 − 14)� ∗ 4 + (18 − 14)� ∗ 21 + 1 + 2 + 4 + 5 + 4 + 2= 4.95 � = ��� = √4.95 = 2.22 
  میباشد 2.22و انحراف معیار   4.95واریانس  14بنابراین میانگین 
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ی داشته است پیش بینی سال میانگین موجودي آب زیر زمین شـیراز در چند سـال گذشته بصورت زیر  روند کاهش  
  چقدر است. 93

1393 1391  1390  1389  1388  1387  1386  1385  1384 
?  95000  112000  115000  116000  116000  120000  118000  123000  

  حل : ابتدا داده ها را مرتب و ساده ترمیکنیم
  =Yمصرف   و   Xسال = مشخص است که سال داده متغیر و مصرف داده وابسته است

1393 1391  1390  1389  1388  1387  1386  1385  1384 X 
?  95000  112000  115000  116000  116000  120000  118000  123000  Y 

است کم میکنیم تا ضرب و تقسیم هاي   Xکه داده وسـطی  1388را از   Xعددي را کم کرد همه Xمیتوان از داده 
  بعدي راحت شود

 5 3  2  1  0  -1  -2  -3  -4 X 
 ?  95  112  115  116  116  120  118  123  Y 
  8 7 6 5 4 3 2 1 I 

  میباشد n=8مشخص دارند  yو  xتعداد داده که 
 میانگین جمع         
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4- 0.5- 
Y 123 118 120 116 116 115 112 95 915 114.4 

X*y -492 -354 -240 -116 0 115 224 285 578-   
x^2 16 9 4 1 0 1 4 9 44   � = � + �� � = ∑ ���� − ∑ �� ∑ ���∑ ��� − (∑ ��)��  

�� = � + ��̅   è �� = ��������⋯..���� = ���� = 114.4    �̅ = −4 − 3 + ⋯ . . +2 + 38 = −48 = −0.5            � = �� − ��̅  
� = ∑ ���� − ∑ �� ∑ ���∑ ��� − (∑ ��)��= [(−4 ∗ 123) + (−3 ∗ 118) + (−2 ∗ 120) + ⋯ + (2 ∗ 112) + (3 ∗ 95)] − (−4 − 3 − 2 − ⋯ . +3)(123 + 118+. . +112 + 95)8[(−4)� + (−3)� + ⋯ + (2)� + (3)�] − (−4 − 3 − 2 … + 2 + 3)�8  

� = −578 − (−4) ∗ (915)844 − (−4)�8 = −120.542 = −2.87 �� = � + ��̅  è 114.375=a+(-2.87)*(-0.5) è a=112.94 � = � + �� è � = 112.94 − 2.87� 
1393-1388=5     X=5 è  � = 112.94 − 2.87�  è y=98.5     98.5مصرف  1393در سال 
 میباشد
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کامپیوتر معیوب ولی قابل تعمیر است  5کامپیوتر معیوب و قابل بازسازي نیست  و  2) کامپیوتر دارد 10شرکتی ده (
  محاسبه کنید موارد ذیل راکامپیوتر میخریم  3و بقیه سالم است 

  کامپیوتر معیوب باشد؟ 3کامپیوتر سالم باشد؟. ب) احتمال اینکه هر  3الف ) احتمال اینکه هر 
  کامپیوتر معیوب و قابل تعمیر باشد؟ 3مال اینکه هر ج) احت

 تابع چگالی احتمال و تابع توزیع احتمال براي کامپیوتر سالم بنویسید و نمودار رسم کنید
معیوب غیر  F=2--معیوب قابل تعمیر E=5  --) 5+2تا ( 7=معیوبB --تا 3=سالمGهر سـه کامپیوتر سـالم (  الف)

 قابل تعمیر
 )ترتیب بدون( بدون جایگزینی و یب مهم نیست پس فرمول کلی ترکیب مینویسیم در این سوالات ترت

���� = �33� �70��103 � = 3!3! (3 − 3)! ∗ 7!0! (7 − 0)!10!3! (10 − 3)! = 1 ∗ 1120 = 1120 

  هر سه کامپیوتر معیوبب) 

���� = �30� �73��103 � = 3!0! (3 − 0)! ∗ 7!3! (7 − 3)!10!3! (10 − 3)! = 1 ∗ 35120 = 35120 

  هر سه کامپیوتر معیوب قابل تعمیر باشدج) 

���� = �30� �20� �53��103 � = 3!0! (3 − 0)! ∗ 2!0! (2 − 0)! ∗ 5!3! (5 − 3)!10!3! (10 − 3)! = 1 ∗ 1 ∗ 10120 = 10120 

����  میتواند باشد  3و  2و  1و  0د) تابع ها         کامپیوترهاي سالم بتعداد   = ������������ � = �∗����� = �����      ;;   ���� = ������������ � = �∗����� = �����   ;;   ���� = ������������ � =�∗���� = �����        
���� = �33� �70��103 � = 1 ∗ 1120 = 1120 

X  0 1 2 3 
 P=f(x) 35/120 63/120 21/120 1/120 

F(x) 35/120 98/120 119/120 120/120 
  

********************************************************** 
  

 P=f(x)تابع چگالی 
 
 
 
 

 
 
 
 

************************************************************************* 
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�(�) =
⎩⎪⎪
⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪
⎧0       − ∞ ≤  � < 0

�����          0 ≤ � < 1
�����        1 ≤ � < 2

������       2 ≤  � < 3
������       3 ≤  � < +∞⎭⎪⎪

⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪
⎫

 

 
 F(x)تابع توزیع احتمال 

******************************************************************************************** 

  اگر سوال این بود که احتمال اینکه از این سه کامپیوتر دوتا سالم و یکی معیوب باشد*  1نکته 
 ترتیب) بدون( بدون جایگزینی و 

���� = �� ∗ �� ∗ �� = �32� �71��103 � = 21120 

�)�  این فرمول هم میشودیا از  ∪ �) = �(�) + �(�) − �(� ∩ �) 
�)�  که در صورت عدم وابستگی و ناسازگاري نوبت ها میتوان نوشت (بدون جایگزینی = بدون وابستگی) ∪ �) = �(�) + �(�) �(��� ∪ ��� ∪ ���) = �(���) + �(���) + �(���)= � 310� �29� �78� + � 310� �79� �28� + � 710� �39� �28� = 3 ∗ 3 ∗ 2 ∗ 710 ∗ 9 ∗ 8 = 21120 

  
سـه کامپیوتر را بصـورت یک به یک خارج نموده وپس از مشـخص شدن سلامتی و     که اگر سـوال این بود *  2نکته 

احتمال اینکه از این ســـه کامپیوتر بترتیب  کامپیوتر  آنگاه  -آنگاه کامپیوتر دوم خارج میکردیم و ....  -معیوب بودن 
  اولی سالم و دومی معیوب و کامپیوترسومی سالم باشد

 زینی و با ترتیب)( بدون جایگ 
ــبه  در این حالت در هر نوبت یک کامپیوتر داریم و  از  کامپیوترها موجود  براي این یک کامپیوتر   احتمال را محاسـ

  میکنیم 
کامپیوتر داریم احتمال یک کامپیوتر ســالم را نوشــته و در نوبت دوم یک کامپیوتر ســفید کم شــده  10در نوبت اول 

یمانده اسـت و احتمال یک کامپیوتر معیوب را نوشـته و در نوبت آخر یک کامپیوتر سیاه هم   کامپیوتر باق 9بنابراین  
  کامپیوتر باقیمانده و احتمال یک کامپیوتر سفید را حساب میکنیم. 8کسر شده و 

��������� = ��� ∗ ��� ∗ ��� = �31� �70��101 � ∗ �20� �71��91� ∗ �21� �60��81� = 7120 

(�|�)�  یا از این روش هم میشود = �(� ∩ �)�(�)   ==> �(� ∩ �) = �(�). �(�|�) = �(�). �(�|�) 

که در صـورت عدم وابسـتگی و ناسازگاري نوبت ها میتوان نوشت ( اگر هر نوبت را از نوبت قبلی تفکیک کنیم بدون   
�)�  وابستگی میشود) ∩ �) = �(�). �(�|�) = �(�). �(�) �(1� ∩ 2� ∩ 3�) = �(1�). �(2�). �(3�) = � 310� �79� �28� = 7120 

 

هر بار که مهره را بر میداریم به آن نگاه کرده و مجددا به داخل ظرف میانداختیم   که اگر ســـوال این بود*  3نکته 
  احتمال اینکه از این سه کامپیوتر بترتیب  کامپیوتر اولی سالم و دومی معیوب و کامپیوترسومی سالم باشد
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 جایگزینی و با ترتیب) با(
 مثل این است که از اول شروع میکنیمدر هر نوبت برگشت میکند داخل ظرف اصلی  چون در این حالت هر مهره به

������ = ���� ∗ ���� ∗ ���� = �31� �70��101 � ∗ �30� �71��101 � ∗ �31� �70��101 � = 63300 

�1)�  یا از این روش هم میشود ( چون مهره ها به سرجاي اول برگشت میدهیم پس نوبت ها بدون وابستگی است) ∩ 2� ∩ 3�) = �(1�). �(2�). �(3�) = � 310� � 710� � 310� = 63300 

داریم که احتمال شـیر آن دوبرابر خط است داریم سه بار پرتاب میکنیم تابع چگالی احتمال و تابع   معیوبسـکه اي  
 توزیع احتمال شیر را محاسبه کنید و نمودار رسم کنید

  میشود 2wباشد وزن هر شیر  wشیر باشد و وزن هر خط  Hخط و  Tاگر 
 جمع           

     HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT كل حالات
     0 1 1 2 1 2 2 3 تعداد شیر

 6W 5W 5W 4W 5W 4W 4W 3W   36W وزن
     3/36 4/36 4/36 5/36 4/36 5/36 5/36 6/36 احتمال

           
X3 2 1 0 تعداد شیر       

f(x) 3/36 12/36 15/36 6/36       
F(x) 3/36 15/36 30/36 36/36       

 پس از محاسبه تقسیم ها جدول زیر حاصل میشود 
X3 2 1 0 تعداد شیر 

f(x)0.166667 0.416667 0.333333 0.083333 احتمال تابع چگالي 
F(x)1 0.833333 0.416667 0.083333 احتمال تابع توزیع 

�(�) =
⎩⎪⎪
⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪⎪
⎪⎧0       − ∞ ≤  � < 0336          0 ≤ � < 1

1536        1 ≤ � < 23036       2 ≤  � < 33636       3 ≤  � < +∞⎭⎪⎪
⎪⎪⎪
⎬⎪
⎪⎪⎪
⎪⎫

 

 
 
  
 
 
 
 
 
  
  

 f(x)تابع چگالی احتمال 
 F(x)تابع توزیع احتمال 
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را برابر تعداد مهره  Xیک مهره از ظرف برداشته و متغیر تصادفی  –مهره سیاه است  3 ومهره سفید  2ظرفی داراي 
را برابر تعداد مهره سفید  yمهره بر میداریم و متغیر تصـادفی   2از مابقی مهره ها  –سـفید انتخابی در نظر میگیریم  

  براي این دو انتخاب در نظر میگیریم
  بدست آورید Yو  xچگالی توام  -الف
  را بدست آورید(���)�مقدار امید  -ب

��� = �21� �30��51� = 25                       ��� = �20� �31��51� = 35   
�������� = ��� ��������              �������� = 25 ∗ �11� �31��42� = 25 ∗ 36 = 15 

�������� = 25 ∗ �10� �32��42� = 25 ∗ 36 = 15 

�������� = 35 ∗ �22� �20��42� = 35 ∗ 16 = 110        �������� = 35 ∗ �21� �21��42� = 35 ∗ 46 = 25  
�������� = 35 ∗ �20� �22��42� = 35 ∗ 16 = 110 

بنابراین نامگذاري کردیم و سومین مهره سفید دومین را  Yر نامگذاري کردیم و متغیرا اولین مهره سـفید   Xمتغیر  
  تابع چگالی توام

Y          X 0 1 Sum 
0 1/10 1/5 3/10 
1 2/5 1/5 3/5 
2 1/10 Not Possible 1/10 

Sum 6/10 2/5 1 
 �(���) = � � ����(�, �)= (0� ∗ 0 ∗ 110) + �0� ∗ 1 ∗ 15� + �1� ∗ 0 ∗ 25� + �1� ∗ 1 ∗ 15� + (2� ∗ 0 ∗ 110) = 15 
 

 تمرین
  یک تاس را پنج بار پرتاب میکنیم 

  بیاید چقدر است 4بار عدد  2الف) احتمال اینکه 
  بار چهار بیاید چقدر است 3ب) احتمال اینکه حداکثر 
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  یک تابع احتمال باشد f(x,y)را طوري تعیین کنید که  Kالف) مقدار 
�)�ب) مقدار  ≤ 2, � < ,�)�  باشد بدست آورید (2 �) = �(�� + ��)      � = 1,2       ,     � = 0,1,2 ∑ ∑ �(�, �) = 1   à ∑ ∑ �(�� + ��) = �(1� + ��) + �(2� + ��) = 1 �(1� + 0�) + �(2� + 0�) + �(1� + 1�) + �(2� + 1�) + �(1� + 2�) + �(2� + 2�) = 1 25� = 1  → � = 125        →    �(�, �) = 125 (�� + ��)  

 y   x 1 2  g(x) 
0 1/25 4/25 5/25 
1 2/25 5/25 7/25 
2 5/25 8/25 13/25 
  f(y) 8/25 17/25 25/25 

�  ب) از روي این جدول میتوان در محدوده اعداد را جمع کرد � 125 (�� + ��) =�
� � 125 (1� + ��) + 125 (2� + ��)�

�
�
� = 125 (1� + 0�) + 125 (2� + 0�) + 125 (1� + 1�) + 125 (2� + 1) = 1225 

  بصورت زیر میباشد Xتابع چگالی متغیر تصادفی 

�(�) = �12 (1 − �)      0 ≤ � ≤ 1�2           1 ≤ � < 2     � 

  کنید آیا تابع چگالی هست؟ تابع توزیع احتمال بدست آوریدالف) تحقیق 
�)�ب) مقدار  ≥ ��(�)��  را بدست آورید   (�� = � (12 (1 − �))���

�+ � �2 �� = �12�� − ��2 ���� + ���4 ��� = 12 �1 − 12� + �44 − 14� = 1�
�  

  یک شد و چون شرط دوم یعنی بین صفر و یک بودن هم دارد پس تابع چگالی احتمال است
 �(�) = {0                                                                                                               � < 0} �(�) = �0 + � (12)(1 − �)�� = 12 �� − ��2 ��� = 14   ��                      �

� 0 ≤ � < 1� 

�(�) = �0 + � (12)(1 − �)�� + � �2 �� = 14 + ���4 ��� = 14 + ���4 − 14� = ��4�
�        �

� 1 ≤ � < 2� �(�) = �0 + � (12)(1 − �)�� + � �2 �� + 0 �
�    = 1    �

�                             2 ≤ �� 

�  ب) �� ≥ 32� = 1 − � �� < 32� = 1 − [� 12(1 − �) +�
� � �2��� ��] 
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کل محصولات کارخانه اي را تولید  %30و  %10و  %60بترتیب  Cو   Bو Aسه ماشین 
  است. 0.3 و 0.4 و 0.2میکنند. در صد محصولات معیوب این ماشین ها بترتیب 

  از بین محصولات کارخانه محصولی بتصادف انتخاب میکنیم 
  الف) احتمال اینکه معیوب باشد

 باشد چقدر است Cب) اگر معیوب باشد احتمال اینکه توسط ماشین 
�  مینامیم Sمینامیم و کل فضا را  Kو معیوب را   مینامیم Tتولید کارخانه را  = ��, �, �6�   1�    3�0.2    0.4    0.3 � �(∪ ��) = �(��) + �(��) + �(��)= �(��). �(�) + �(��). �(�) + �(��). �(�)= 0.2 ∗ 0.6 + 0.4 ∗ 0.1 + 0.3 ∗ 0.3 = 0.25 

(�|�)�  ب = �(� ∩ �)�(�) = 0.3 ∗ 0.30.25 = 925 

(�|�)�  از طریق بیز = �(�). �(�|�)�(�). �(�|�) + �(�)��(�(�) + �(�). �(�|�)= 0.3 ∗ 0.30.3 ∗ 0.3 + 0.1 ∗ 0.4 + 0.6 ∗ 0.2 = 925 
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  داراي تابع زیر است Xمتغیر تصادفی 
  X -2 0 3 5 10 
f(x) 0.1 0.15 0.25 0.3 0.2 

  تابع احتمال است f(x)الف) آیا 
�)�ب)  ≤   بدست آورید (2

 بدست آورید Xج) امید ریاضی و واریانس 
  بدست آورید E(2x-3)د) 

�  الف) بله تابع احتمال است زیرا �(�) = 0.1 + 0.15 + 0.25 + 0.3 + 0.2 = 1 0 ≤ �(�) ≤ 1 
(�)�  ب)  = � �(�) = 0.1 + 0.15 = 0.25�

��  

(�)�  ج) = � ��(�) = (−2 ∗ 0.1) + (0 ∗ 0.15) + (3 ∗ 0.25) + (5 ∗ 0.3) + (10 ∗ 0.2)= 4.05 �(��) = � ���(�)= (4 ∗ 0.1) + (0 ∗ 0.15) + (9 ∗ 0.25) + (25 ∗ 0.3) + (100 ∗ 0.2)= 30.15 �(�) = �(��) + (�(�))� = 30.15 − 4.05 = 26.1 
 جمع      

  X -2 0 3 5 10   
f(x) 0.1 0.15 0.25 0.3 0.2 1 

e(x)=x*f(x) -0.2 0 0.75 1.5 2 4.05 
x^2 4 0 9 25 100   

e(x^2)=(x^2)*f(x) 0.4 0 2.25 7.5 20 30.15 
�2)�  د) − 3) = 2�(�) − 3 = 2 ∗ 4.05 − 3 = 5.1 
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  تلفن وصل کرده باشد 20از تلفنها را اشتباه وصل میکند اگر در یک ساعت  %10یک تلفنچی 
  شماره را اشتباه وصل کرده باشد چقدر است 5الف) احتمال اینکه 

 شماره اشتباه وصل کرده باشد چقدر است 2ب) احتمال اینکه بیش از 
(�)� 2=20*%10=� چون زمان است پس پواسن است = ������! = ���2��!  �(� = 5) = ���2�5!  �(� > 2) = � ������!��

� = 1 − �(� ≤ 2) = 1 − � ���2��!�
�  

  در جدول زیر
 
X 0 1 2 
_ f(x) 0.2 0.5 0.3 

 تابع احتمال است  f(x)الف) آیا 
�  بدست آورید xب) امید و واریانس  �(�) = 0.2 + 0.5 + 0.3 = 1 

 پس تابع احتمال است
(�)�  امید = � ��(�) = (0 ∗ 0.2) + (1 ∗ 0.5) + (2 ∗ 0.3) = 1.1 

 �(��) = � ���(�) = (0� ∗ 0.2) + (1� ∗ 0.5) + (2� ∗ 0.3) = 1.7 
(�)� واریانس = �(��) − (�(�))� = 1.7 − (1.1)� = 0.49 
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  روز بشرح زیر جمع آوري نموده است 50یک شرکت بیمه میزان تصادفات در 
اد تصادفتعد  0 1 2 3 4 

 5 7 8 20 10 تعداد روز

  الف) تابع چگالی؟
  ب) تابع توزیع؟

  تصادف رخ دهد؟ 3ج) احتمال اینکه در یک روز کمتر از 
 4 3 2 1 0 تعداد تصادف

 5/50 7/50 8/50 20/50 10/50 احتمال

 
 
 x 0 1 2 3 4=تعداد تصادف

P=f(x) 0.2 0.4 0.16 0.14 0.1 
F(x) 0 0.2 0.6 0.76 0.9 1 

�(�) =
⎩⎪⎨
⎪⎧ 0           � < 00.2    0 ≤ � < 10.6    1 ≤ � < 20.76     2 ≤ � < 30.9     3 ≤ � < 41           4 ≤ � ⎭⎪⎬

⎪⎫
 

  میباشد 0.76به مقدار  x<3آنگاه براي  F(x)طبق جدول 

(�)�  تابع توزیع بصورت زیر است تابع احتمال بدست آورید = �� + �12       0 ≤ � < 3   
�(�) = ��(�)�� = �(�� + �12 )�� = 112 (2� + 1) 

(�)�  حال بررسی کنیم آیا واقعا تابع چگالی احتمال است  = 112 (2� + 1) � �(�)�� =�
� � 112 (2� + 1)�� = 112 �2 ��2 + ���� = 1�

�  

  چون هر دو شرط را پوشش میدهدبله تابع چگالی احتمال است 
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  تابع توام زیر در نظر بگیرید
X        y 1 3 5 
2 0.1 0.2 0.1 
4 0.15 0.30 0.15 

    ؟   p(x=2)          ؟   p(x>2)الف) 
 ؟   p(x>y)ب ) 
�)�  ؟  p(y>=3 , x=4)ج)  > 2) = �(� = 4, � = 1) + �(� = 4, � = 3) + �(� = 4, � = 5)= 0.15 + 0.30 + 0.15 = 0.60 �(� = 2) = �(� = 2, � = 1) + �(� = 2, � = 3) + �(� = 2, � = 5)= 0.1 + 0.2 + 0.1 = 0.4 
�)�  ب > �) = �(� = 2, � = 1) + �(� = 4, � = 1) + �(� = 4, � = 3)= 0.1 + 0.15 + 0.3 = 0.55 
�)�  ج) ≥ 3, � = 4) = �(� = 3, � = 4) + �(� = 5, � = 4) = 0.3 + 0.15 = 0.45 
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  بصورت جدول زیر است Yو Xتابع احتمال توام 
X        y -1 0 3 G(x) 
2 0.1 0.4 0  
4 0.15 0.2 0.15  
H(y)     

 
  ؟ Yو  Xالف) امید ریاضی 

  ؟ Yو  Xب) واریانس 
 )2x+3yج) امید ریاضی ( 

  مستقل هستند Yو  Xد) آیا 
X        y -1 0 3 G(x) 
2 0.1 0.4 0 0.5 
4 0.15 0.2 0.15 0.5 
H(y) 0.25 0.6 0.15 1 �(�) = � ��(�) = (2 ∗ 0.5) + (4 ∗ 0.5) = 3 �(�) = � ��(�) = (−1 ∗ 0.25) + (0 ∗ 0.6) + (3 ∗ 0.15) = 0.20 �(��) = � ���(�) = (2� ∗ 0.5) + (4� ∗ 0.5) = 10 �(�) = �(��) − (�(�))� = 10 − 3� = 1 �(��) = � ���(�) = ((−1)� ∗ 0.25) + (0� ∗ 0.6) + (3� ∗ 0.16) = 1.69 �(�) = �(��) − (�(�))� = 1.69 − 0.2� = 1 �(2� + 3�) = 2 ∗ �(�) + 3 ∗ �(�) = 6 + 0.6 = 6.6 

(�)�  براي تشخیص استقلال    یک مورد را مقایسه میکنیم ∗ �(�)   ≅    �(�, �) �(2) ∗ �(−1)   ≅    �(2, −1)  → 0.5 ∗ 0.25 ≅ 0.1  →   0.125 ≠ 0.1                  
  چون مساوي نیست پس مستقل نیستند
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مهره قرمز   4سفید و مهره  3مهره قرمز     جعبه دوم 3مهره سفید و 2دوجعبه داریم جعبه اول 
دارد از جعبه اول یک مهره انتخاب و به داخل جعبه دوم میاندازیم یک مهره از جعبه دوم بر 

  میداریم
 احتمال اینکه این مهره سفید باشد چقدر است؟

���  یک مهره از جعبه اول ممکن است سفید یا قرمز باشد احتمال یک مهره از جعبه اول = ������������ = ��           ��� = ������������ = �� 
  احتمال مهره سفید از جعبه دوم اگر مهره جعبه اول سفید باشد و آن را در جعبه دوم بیاندازیم

������ = �41� �40��81� = 48 

  احتمال مهره سفید از جعبه دوم اگر مهره جعبه قرمز باشد و آن را در جعبه دوم بیاندازیم

������ = �31� �50��81� = 38 

���  بطورکلی = ���|�� ∪ ���|�� = ���|�� + ���|�� = �48 ∗ 25� + �38 ∗ 35� = 840 + 940= 17/40 
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  ر فرد است یکبار پرتاب میکنیم براب 3تاس شانس زوج آن 
  الف) احتمال فرد آمدن چقدر است

 باشد احتمال فرد بودن چقدر است 3ب) اگر عدد آمده بزرگتر از 
�  مینامیم  Wنامگذاري میکنیم وزن هر حالت را  Tرا  3زوج  و بزرگتر از  Eو  Oفرد را  = {1,       2,        3, 4,         5,        6} 

          W    3W     W       3W      W     3W � = {1,       3,       5} 
         W       W     W � = {2,       4,       6} 
         3W   3W    3W 
 � = {4,        5,       6} 
        3W     W     3W 
 �(�) = 3�12� �(�) = 712 

�(�|�) = �(� ∩ �)�(�) = 112712 = 17 

(�|��)� میتوانستیم از بیز حل کنیم  براي حل  ب = �(��) ∗ �(�|��)∑ �(��) ∗ �(�|��) �(�|�) = �(�) ∗ �(�|�)�(�) ∗ �(�|�) + �(�) ∗ �(�|�) = 312 ∗ 13� 312 ∗ 13� + ( 912 ∗ 69) = 112112 + 612= 1121 + 612 = 17 
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  بار پرتاب میکنیم احتمال حداکثر یک شیر را بدست آورید 3سکه اي 
  بار پرتاب میکنیم احتمال حداکثر یک شیر را بدست آورید 6سکه اي 

 �2 هر پرتاب دو وضعیت دارد تعداد کل حالات 
 وضعیت داریم 8پرتاب کلا   3بنابراین براي 

 � = {���,���,���,���, ���, ���, ���, ���} 
 وضعیت تعداد شیر      2        3         1      2         1       2       1        0          
     احتمال هر حالت  1/8     1/8     1/8    1/8      1/8   1/8    1/8      1/8        
                 ------------------------------------------- 
 x 0 1 2 3 شیر

 f(x) احتمال   1/8 3/8 3/8 1/8 

 �(� ≤ 1) = 18 + 38 = 48 

 حداکثر یک شیر وجود دارد   n+1میتوان نتیجه گرفت که حداکثر باندازه  
  حداکثر یک شیربار پرتاب احتمال   6براي 

 �(� ≤ 1) = � + 12� = 6 + 12� = 7128 

  و جدول چکالی و توزیع را رسم کنید Xباشد مقادیر  6آمدن تعداد  Xدر سه بار پرتاب تاس اگر 
��  تعداد پرتاب باشد کل تعداد کل حالات nکل حالات یک پرتاب و  Rاگر  = 6� = 216 

x 0 1 2 3 
_f(x) (5/6)*(5/6)*(5/6)   (1/6)*(1/6)*(1/6) 
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  را بدست آورید Xآیا توابع زیر،  تابع احتمال است.  امید و واریانس 

a)   �(�) = � √�       0 < � ≤ 40                        ��ℎ���              b)    �(�) = � ��√�        0 < � ≤ 40                        ��ℎ��� 

 � �(�)���
� = � √��� = � 112 + 1 �  ������

� = �23 �� �⁄ ��� = 163�
�  

  خیر تابع احتمال نیست
 � �(�)���

� = � 14√� �� = � 14(−12 + 1) ��������
� = �12 �� �⁄ ��� = 1�

�  

  بله چون دوشرط برقرار است تابع چگالی احتمال است
 �(�) = � �( 14√�)���

� = � 14 ����� = �14 ∗ 112 + 1 �������
� = 14 ∗ (23 ∗ 4�/��

� ) = 43 

�(��) = � ��( 14√�)���
� = � 14 ����� = �14 ∗ 132 + 1 �������

� = 110 ∗ 4�� = 3.2�
�  

�(�) = �(��) − (�(�))� = 165 − (43)� = 165 − 169 = 6445 
 

  مهره مشکی داریم شش مهره بیرون میاوریم 7مهره سفید و  5در جعبه اي 
  مهره مشکی باشد چقدر است 4مهره سفید و  2الف) احتمال اینکه 
  مهره همرنگ باشد 3ب) احتمال اینکه 

������ = �52� �74��126 � = 5!2! (5 − 2)! ∗ 7!4! (7 − 4)!12!6! (12 − 6)!  

������ = ������������ � =                                  ������ = ������������ � = � = ������ + ������ 
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  است 0.20احتمال برنده شدن یک شطرنج باز 
  احتمال اینکه در پنجمین مسابقه براي سومین بار پیروز شود چقدر است؟

(�)�  ايتوزیع دوجمله = ����� ��(1 − �)���              � = 0,1,2, … . �0                                       ��ℎ�� � 

 

�(�) = �� �53� 0.2�(1 − 0.2)��� �
�              � = 0,1,2, … . �0                                       ��ℎ�� � 

  حال از روي جدول دو جمله اي جواب را مشاهده کنید
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 ذیلاز تابع چگالی احتمال 
  الف) تابع توزیع احتمال بدست آورید

  بدست آورید P(x>1/2)ب) 
 �(�) = � �                0 < � < 12 − �          1 ≤ � ≤ 20                    ��ℎ�� � 
�(�) = � 0�� = 0�

��  �(�) = 0 + � ��� = 12 ���
�  �(�) = � ��� +�

�� � ����
�+ � (2 − �)�� = �12 ����� + �2� − 12 ������

�= 12 1� + 2� − 12 �� − 2 + 12 = − 12 �� + 2� − 1 �(�) = � ��� +�
�� � ����

�+ � (2 − �)�� + � 0���
� = �12 ����� + �2� − 12 ������

�= 12 1� + (2 ∗ 2) − (12 2�) − 2 + 12 = 1 

�(�) = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 0                                 � < 012 ��                        0 ≤ � < 1− 12 �� + 2� − 1       1 ≤ � < 21                               2 ≤ � ⎭⎪⎬

⎪⎫
 

�(�) = � �                0 < � < 12 − �          1 ≤ � ≤ 20                    ��ℎ�� � 
 � �� > 12� = � ����

�/�+ � (2 − �)���
�+ � 0�� = �12 ����/�

� + �(2� − ��2 ��� = �12 − 18� + �4 − 42 − 2 + 12��
�= 78 
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 تمرین
 ظاهر شود؟ 3بار عدد  2بار پرتاب میکنیم احتمال حداکثر  4یک تاس را 

(�)�  ع ذیل باشد تابع چگالی را بدست اوریدداراي تابع توزی Xاگر متغیر تصادفی  = � 0                                 � ≤ 01 − (1 + �)���       0 ≤  �� 
 �(�) = �(�(�)�� = �(1 − ��� − ����)�� = 0+��� − ��� + ���� = ���� 

 تحقیق کنیم تابع چگالی احتمال میباشد؟
∫  همیشه میتوان نوشت باشد v=f(x)و  u=g(x)اگر ��� = �� − ∫ ���          ∫ ��������    � = �  �� = ����� � = ∫ ����� = −���  �� = �� ���� = �� − � ��� = � �������

� = �(−���) − � −������
�= |�(−���)|�� − |���|�� = 1 

  برقرار است پس تابع چگالی احتمال است(هم جمع مساوي یک و هم بین صفر و یک) هر دو شرط 

.  تعداد اتومبیلهاي ساخته شده در هر روز یکسان است.  روز هفته فعال است 5کارخانه ایران خودرو 
-  %40یکشنبه-  %50شنبه:  سفید در روزهاي مختلف هفتهبه رنگ احتمال اتومبیل 

.  اتومبیلی خریدیم رنگ آن سفید بود  -  %20چهارشنبه -  %30سه شنبه -  %30دوشنبه
  ؟ر سه شنبه ساخته شده باشد چقدر استاحتمال اینکه رو

   W= چهارشنبه     نامگذاري میکنیم  و   رنگ سفید  T4= شنبه .... تا  ....  T0ایام هفته 
و  1/5یکشنبه  – 1/5است مثلا شنبه  1/5پنج روز کاري   بدین معنی است که هرروز کاري معادل 

.....  �(�3|�)= �(�3) ∗ �(�|�3)�(�0) ∗ �(�|�0) + �(�1) ∗ �(�|�1) + �(�2) ∗ �(�|�2) + �(�3) ∗ �(�|�3) + �(�4) ∗ �(�|�4)= �(�3|�) = 15 ∗ 0.3�15 ∗ 0.5� + �15 ∗ 0.4� + �15 ∗ 0.3� + �15 ∗ 0.3� + (15 ∗ 0.2) = 350550 + 450 + 350 + 350 + 250= 317 
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��  ثابت کنید + � − 1� � = �� + � − 1� − 1 �
��  حل:  دو طرف تساوي را جدا جدا محاسبه میکنیم  + � − 1� � = (� + � − 1)!�! (� + � − 1 − �)! = (� + � − 1)!�! (� − 1)!  �� + � − 1� − 1 � = (� + � − 1)!(� − 1)! [(� + � − 1 − (� − 1)]! = (� + � − 1)!(� − 1)! (�)! 

  مساوي شد    سمت چپ و راست 

نشاندهنده  xمحصول از کارخانه میخریم اگر  3میباشد  %80احتمال اینکه محصول کارخانه اي استاندارد باشد 
  تعداد محصول استاندارد باشد 
  ج) میانگین واریانس را محاسبه کنید  ب) فرمول آنرا بنویسید  الف) نوع توزیع مشخص کنید 

(�)�  استاندارد ) پس توزیع دوجمله اي است( استاندارد و غیر  چون ازمایش داراي دو نتیجه است = ����� ��(1 − �)(���)       � = 0,1,2, … �0                                    ��ℎ�� � 

 �(�) = ��3�� 0.80�(1 − 0.80)(���)       � = 0,1,2,30                                    ��ℎ�� � 

 � = � ∗ � = 3 ∗ 0.80 = 2.4 �� = � ∗ � ∗ (1 − �) = 3 ∗ 0.80 ∗ 0.20 = 0.48 
 *********  

   

se
dig

hia
s2

20
@

ya
ho

o.c
om

mailto:sedighias220@yahoo.com


 

------------------------------------------------------------------------------------------  
از    102ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

115  

که ممکن است بعضی اعداد و محاسبات مرتبط با   25/10/93ان کارشناسی آمار  احتمالات  امتح حل مسائل
  امتحان نباشد 

  
  به شرح ذیل میباشد یدانشجوی واحد 12نمرات  .1

 x 10 12 15 16 18 = نمره
 f 1  2 3 5  1= تعداد

ا بدست رمیانگین و واریانس و انحراف معیار ب) میانه چه عددي است(چرا)  ج)  –الف) مد چه عددي است(چرا) 
 آورید

  مود میباشد  16الف) مد داده با بیشترین تکرار که نمره 
دنبال خود این  Fiتقسیم کنیم و در ستون  2ب) براي میانه باید وسط کل داده ها را پیدا کنیم جمع داده ها را بر 

  میشود 16.  15جواب و یا کران بالاي آن میگردیم که عدد 
iX 10 12 15 16 18 
if 1 2 3 5 1 

Fi 1 3 6 11 12 

̅�  ج) = ∑ ����∑ �� = (10 ∗ 1) + (12 ∗ 2) + (15 ∗ 3) + (16 ∗ 5) + (18 ∗ 1)(1 + 2 + 3 + 5 + 1) = 14.75 

 �� = ∑(�� − �̅)���∑ ��= (10 − 14.75)� ∗ 1 + (12 − 14.75)� ∗ 2 + (15 − 14.75)� ∗ 3 + (16 − 14.75)� ∗ 5 + (18 − 14.75)� ∗ 1(1 + 2 + 3 + 5 + 1)= 4.69 = ��          � = 2.17  
  بدون جایگزینی بیرون میاوریمباهم توپ قرمز وجود دارد سه توپ  2توپ سیاه  1توپ سفید  3در ظرفی  .2

  توپ قرمز باشد چقدر است دواحتمال اینکه یک توپ سفید و الف ) 
 بدون جایگزینی بیرون میاوریمیکی یکی و سه توپ اگر 

 ب) احتمال اینکه اولی سفید و دومی قرمز و سومی هم قرمز باشد 

� = �31� �10� �22��63� = 320 
� = �31� �10� �20��61� ∗ �20� �10� �21��51� ∗ �20� �10� �11��41� = 36 ∗ 25 ∗ 14 
 

 B – 60%از آژانس  A – 30%از آژانس  %10یک موسسه  کل خودروهاي مورد نیازش را از سه آژانس    .3
از آژانس  B – 5%آژانس  A – 8%آژانس   %4 –تعداد خودروهاي معیوب در سه آژانس -میکند  تامین Cاز آژانس 

C  معیوب میباشد  
  یک خودرو کرایه میکنیم

  ب) احتمال اینکه سالم باشد؟    الف ) احتمال اینکه معیوب باشد؟
(�)� باشد چقدر است؟ Bج) اگر این خودرو کرایه شده خراب باشد  احتمال اینکه از آژانس  = (0.1 ∗ 0.04) + (0.3 ∗ 0.08) ∗ (0.6 ∗ 0.05) = 581000 = 0.058 �(�) = 1 − 0.058 = 0.942 �(�|�) = �(�) ∗ �(�|�)∑ �(��) ∗ �(�|��) = 0.3 ∗ 0.08(0.1 ∗ 0.04) + (0.3 ∗ 0.08) ∗ (0.6 ∗ 0.05) = 0.0240.058 = 2458 = 1229   

se
dig

hia
s2

20
@

ya
ho

o.c
om

mailto:sedighias220@yahoo.com


 

------------------------------------------------------------------------------------------  
از    103ص           sedighias220@yahoo.com صدیقی مهندس امینت مهندسی         آمار و احتمالا

115  

 
  بار پرتاب میکنیم  2سکه اي را  .4

را بنویسد و  F(x)احتمالتجمعی و تابع توزیع  )چگالی ( f(x)تعداد خطها را بررسی نمایید تابع احتمال
  منحنی هر دو را رسم نمایید

 Tخط= 
S={HH,HT,TH,TT} 
خطتعداد       2   1      1    0          
 احتمال هر مورد 1/4    1/4       1/4    1/4       

X=  خطتعداد  0 1 2 
 1/4 2/4 1/4 چگالی P(X=x) = f(x)تابع احتمال

Rx= { 0 , 1 , 2  )          x   برد  

�(�) =
⎩⎪⎪
⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪
⎧ 0              � < 014         0 ≤ � < 134        1 ≤ � < 244 = 1        2 ≤ �⎭⎪⎪

⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪
⎫

 

  نمودار ..............
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 را طوري تعیین کنید که تابع زیر تابع چگالی احتمال شود Kالف) مقدار  .5

�(�) = � �� + 3� + 1         0 < � < 30                              ��ℎ��� 

بدست     P≤2≥1ج)    بنویسیدرا  F(x)توزیع (تجمعی)  f(x)ب) تابع چگالی   Kبا جایگذاري 
   آورید

  E(x)) امید ریاضی را بدست آورید د
 � �� + 3� + 1 �� = 1     1� + 1 (� ���� +� 3��) = 1  ���� (��� |�� + 3�|��)=1           ���� ���� + 9� = 1     ����� = 1     � = 17 

�(�) = � �� + 318         0 < � < 30                              ��ℎ��� 
�(�) =

⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧� �� + 3� + 1 ��

0                                   � < 0    0 < � < 3    1                              3 < � ⎭⎪⎪⎬
⎪⎪⎫

 

 � �� + 318 �� = 118 {�
� ���3 + 3�� 21} = 118 {�83 − 13� + 3(2 − 1)} = 1654 = 827 

 �(�) = ∫ � ∗ ������ �� =�� ��� (��� + ���� )|30 = �����  
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 xمحصول از کارخانه میخریم اگر  5میباشد  %80احتمال اینکه محصول کارخانه اي استاندارد باشد  .6
  نشاندهنده تعداد محصول استاندارد باشد 

  ج) میانگین واریانس را محاسبه کنید  ب) فرمول آنرا بنویسید  الف) نوع توزیع مشخص کنید 
(�)�  ) 0.2غیر استاندارد   - 0.8بودن(استاندارد  توزیع دوجمله اي بدلیل دو وضعیتی = �5�� (0.8)�(1 − 0.8)��� � = � ∗ � = 5 ∗ 0.8 = 4 �� = � ∗ � ∗ � = � ∗ � ∗ (1 − �) = 5 ∗ 0.8 ∗ 0.2 = 0.8  

را برابر  xیک مهره از ظرف برداشته و متغیر تصادفی  –مهره سیاه است  1مهره سفید و  4ظرفی داراي  .7
را برابر تعداد  yمهره بر میداریم و متغیر تصادفی  2از مابقی مهره ها  –تعداد مهره سفید انتخابی در نظر میگیریم 

بدست   ��و��الف)تابع چگالی احتمال و جدول توزیع احتمالمهره سفید براي این دو انتخاب در نظر میگیریم. 
,�)}�  -آورید. ب �)|� ≤ �}  را بدست آورید   (��)�مقدار امید -ج    ?=

 wسی یک مهره سفیدمرحله اول) پنج مهره و برر

اولی (نبود سفید) یعنی سیاه  -(حالت دوم ��� = ������������ = ��                             ��� = ������������ = اولی سفید) -حالت اول    ��  

داریم  رهیک مهره سفید کم میشود مرحله دوم چهار مه (حالت اول)پس از اتمام مرحله اولمرحله دوم) 
 bیکی سیاه  wسه تا سفید

�������� = �41� �10��51� ∗ �30� �12��42� = ��� ��������                 �������� = �41� �10��51� ∗ �31� �11��42�
= 45 ∗ 36          �������� = �41� �10��51� ∗ �32� �10��42� = 45 ∗ 36  

تا  چهارداریم  رهکم میشود مرحله دوم چهار مه سیاهیک مهره  (حالت دوم)پس از اتمام مرحله اول
  bسیاه  بدون wسفید

�������� = �40� �11��51� ∗ �40� �02��42� = ��� �.                 �������� = �40� �11��51� ∗ �41� �01��42�
= ��� �.         �������� = �40� �11��51� ∗ �42� �00��42� = 15 ∗ 1  

Y          X 0 1 Sum 
  غ ق ق غ ق ق 0

45 غ ق ق 1 ∗ 36 = 410 410 
2 

15 ∗ 1 = 15 45 ∗ 36 = 410 610 
Sum 

15 810 1 �{(�, �)|� ≤ �} = � ���� + ���� + � ���� = ���� = ,�)� ا        1 �) = �0 ∗ 2 ∗ 15� + �1 ∗ 1 ∗ 410� + �1 ∗ 2 ∗ 410� = 1210 = 65 = 1.2   
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مطلوبست محاسبه    (10,16)�~�  16و واریانس   10در یک تابع توزیع نرمال با میانگین  .8 �(8 ≤ � ≤ 15) �(� ≤ 15) = � �� − �� ≤ 15 − 104 � = �(� ≤ 1.25) = 0.894 �(� ≥ 8) = � �� − �� ≥ 8 − 104 � = �(� ≥ −0.5) = 1 − �(� ≤ −0.5) = 1 − 0.308 = 0.692 �(� ≤ 8) = � �� − �� ≤ 8 − 104 � = �(� ≤ −0.5) = 0.308 
  

8)�  با توجه به سطح زیر منحنی  ≤ � ≤ 15) = �(� ≤ 15) − �(� ≤ 8) �(8 ≤ � ≤ 15) = 0.894 − 0.308 = 0.586 
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بعضی موارد دقیقا شبیه به  دقیقه) 45+45دقیقه) (90( 17:45-16:00ساعت 28/10/93امتحان کاردانی آمار  احتمالات  
  امتحان نیست

  به شرح ذیل میباشد یدانشجوی واحد  10نمرات  .1
  

ا بدست رمیانگین و واریانس و انحراف معیار ب) میانه چه عددي است(چرا)  ج)  –الف) مد چه عددي است(چرا) 
  آورید

  مود میباشد  12الف) مد داده با بیشترین تکرار که نمره 
میشود) و در 5برابر  10تقسیم کنیم(نصف  2ب) براي میانه باید وسط کل داده ها را پیدا کنیم جمع داده ها را بر 

میشود و داده متناظر  6و کران بالا عدد  نداریم Fi=5دنبال خود این جواب و یا کران بالاي آن میگردیم که  Fiستون 
  میانه میشود  12آن نمره 

iX 10 12 15 16 18   
if 2 4 2 1 1   

Fi 2 6 8 9 10  �̅ = ∑ ����∑ �� = (10 ∗ 2) + (12 ∗ 4) + (15 ∗ 2) + (16 ∗ 1) + (18 ∗ 1)(2 + 4 + 2 + 1 + 1) = 13.2 �� = ∑(�� − �̅)���∑ ��= (10 − 13.2)� ∗ 2 + (12 − 13.2)� ∗ 4 + (15 − 13.2)� ∗ 2 + (16 − 13.2)� ∗ 1 + (18 − 13.2)� ∗ 1(2 + 4 + 2 + 1 + 1)= 6.36 = ��          � = 2.52  
  
  5یک بار پرتاب میکنیم احتمال اینکه عدد زوج کمتر از تاسی داریم احتمال عدد فرد دو برابر زوج است  .2

 بیاید چقدر است
ممکن کل حالات    S = { 1 ,   2  ,   3 ,   4 ,   5 ,   6 } 

 2w   w    2w    w   2w   w              وزن حالات         
 1/9   2/9  1/9  2/9   1/9  2/9          احتمال هر مورد        

ته شدهحالات خواس   A = { 2     , 4  } 
 w     w           وزن هر مورد    

(�)�   1/9  1/9                       احتمال هر مورد = � + �2� + � + 2� + � + 2� + � = 29 
 P(A) = 1/9+1/9=2/9  یا
یکنیم. م کامپیوتر میباشد که یک دستگاه از آنها خراب است دو کامپیوتر از بین آنها انتخاب 4 شرکتی داراي  .3

 احتمال اینکه هر دو سالم باشند چقدر است . ب) احتمال اینکه یکی خراب و یکی سالم باشد چقدر است.  الف)

� = �32� �10��42� = 36                                  � = �31� �11��42� = 36 
   

 x 10 12 15 16 18 = نمره
 f 2  4 2 1  1= تعداد
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(�)� را طوري تعیین کنید که تابع زیر تابع چگالی احتمال شود Kالف) مقدار  .4 = � ������         � = 0,1,20                              ��ℎ���          

x 0 1 2 
f(x)    

F(x)    
 را هم بدست آورید  F(x)توزیع (تجمعی)  f(x)را تکمیل کنید تابع چگالی  فوقب) جدول   Kبا جایگذاري 

�   E(x)ه) امید ریاضی را بدست آورید  .بدست آورید     P≤2≥1ج)  � + 2� + 1�
��� = 1         0 + 2� + 1 + 1 + 2� + 1 + 2 + 2� + 1 = 1        9� + 1 = 1       � + 1 = 9        � = 8 
�(�) = �� + 29            � = 0,1,20                        ��ℎ�� � 
�(�) =

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧0                    � < 029            0 ≤ � < 159            1 ≤ � < 299                   2 ≤ �⎭⎪⎪

⎬⎪
⎪⎫ 

x 0 1 2 
f(x) 2/9 3/9 4/9 

F(x) 0          2/9 5/9 9/9 1 ≤ � < 2 = �(2) − �(1) = 59 − 29 = 39 1 ≤ � ≤ 2 = �(1) + �(2) = 1 + 29 + 2 + 29 = 79 �(�) = � ��(�) = �0 ∗ 29� + �1 ∗ 39� + �2 ∗ 49� = 119   
میباشد این  %65از سوابق مشخص شده که احتمال اینکه دانشجویی در امتحان کارشناسی قبول شود  .5

ب) فرمول آنرا   شرکت میکند الف) نوع توزیع مشخص کنید  بار 4در امتحان کارشناسی   در آینده دانشجو
 بار چقدر است 3د) احتمال قبولی  ج) میانگین واریانس را محاسبه کنید   بنویسید

(�)� ) 0.35مردودي   - 0.65توزیع دوجمله اي بدلیل دو وضعیتی بودن(قبول  = �4�� (0.65)�(1 − 0.65)��� � = � ∗ � = 4 ∗ 0.65 = 2.6 �� = � ∗ � ∗ � = � ∗ � ∗ (1 − �) = 4 ∗ 0.65 ∗ 0.35 =0.91 �(�) = �43� (0.65)�(1 − 0.65)��� = 4 ∗ (0.65)�(0.35)�   
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ــکه اي را  .6 ــیرها در  Xبار پرتاب میکنیم  2س ــد  و  دوتعداد ش ــیر در پرتاب  Yپرتاب میباش  دومتعداد ش
,P={(x  .را بدست آورید  Yو  X میباشد جدول تابع احتمال توام y)|x ≤ y)}     را بدست آورید 

Hشیر =  Tخط =  
S={HH,   HT,   TH,   TT }     
         2       1       1        0  =x  در دو پرتاب تعداد شیر  
پرتاب دودر  احتمال هر مورد   1/4     1/4   4 /1    1/4         
         1      0        1       0  =y  در پرتاب دوم تعداد شیر  
ومددر پرتاب  احتمال هر مورد    1/4     1/4   4 /1    1/4         
yâ             xà 0 1 2 h(y) 

 2/4 غ ق ق 1/4 1/4 0
 2/4 1/4 1/4 غ ق ق 1

g(x) 1/4 2/4 1/4 4/4 
�براي  ≤ (�,�)}� آنگاه     � ∈ �} = �(� = 0, � = 0) + �(� = 0, � = 1) + �(� = 1, � = 1) = 14 + 14 + 14 = 34 

 
 

 -تامین میکند  Bاز شرکت  A – 60%از شرکت  %40موسسه زند کل کامپیوترهاي مورد نیازش را از دو شرکت    .7
معیوب میباشد. یک کامپیوتر از انبار موسسه   Bشرکت  A – 3%شرکت   %2 –میزان کامپیوترهاي معیوب در دو شرکت 

ج) اگر این کامپیوتر خراب باشد  احتمال اینکه  سالم باشد؟برمیداریم. الف ) احتمال اینکه معیوب باشد؟ ب) احتمال اینکه 
(�)� باشد چقدر است؟ B شرکتاز  = (0.4 ∗ 0.02) + (0.6 ∗ 0.03) = 81000 + 181000 = 0.026 �(�) = 1 − 0.026 = 0.974 �(�|�) = �(�) ∗ �(�|�)∑ �(��) ∗ �(�|��) = 0.6 ∗ 0.03(0.4 ∗ 0.02) + (0.6 ∗ 0.03) = 0.0180.026 = 1826 = 913 

 
 
(�)� p(x>1)ب) محاسبه     aداراي تابع چگالی احتمال است مطلوبست الف) محاسبه مقدار  xمتغیر تصادفی   .8 = ��(4� − 2��)   0 < � < 20                        ��ℎ�� �  

  � �(4� − 2��)���
� = 1       ��(4 ∗ 12 ∗ �� − 2 ∗ 13 ∗ ��)��� = 1           � = 38 

�(�) = �38 (4� − 2��)   0 < � < 20                        ��ℎ�� �  P(x>1)=∫ �� (4x − 2x�)dx = ��  �� ∫ �� (4x − 2x�)dx + ∫  0dx =�� ��� (4 ∗ �� ∗ x� − 2 ∗ �� ∗ x�)��� = 0.5 ��  
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  پایان
در هر حرفه اي که هستید نه اجازه دهید که به بدبینیهاي بیحاصل آلوده شوید و نه بگذارید که 

ا به یاس و ناامیدي بکشاند. در بعضی لحظات تاسف بار که براي هر ملتی پیش می آید شما ر
  آرامش حاکم بر آزمایشگاهها و کتابخانه هایتان زندگی کنید . 

  "براي یادگیري و خودآموزي چه کرده ام ؟  "نخست از خود بپرسید : 
  " من براي کشورم چه کرده ام ؟ "سپس همچنان که پیشتر میروید بپرسید : 

این احساس شادیبخش و هیجان انگیز برسید که شاید سهم و این پرسش را آنقدر ادامه دهید تا به 
  کوچکی در پیشرفت و اعتلاي بشریت داشته اید.

اما هر پاداشی که زندگی به تلاشهایمان بدهد یا ندهد  هنگامی که به پایان تلاشهایمان نزدیک 
  میشویم  هر کداممان باید حق آن را داشته باشیم که با صداي بلند بگوییم 

  "ام چه در توان داشته ام انجام دادهمن آن " 
  

  1822-1895لوئی پاستور  
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